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LEÇONS 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

CHAPITRE PREMIER 

Théorèmes généraux sur l'existence des intégrales. 

1. Les équations aux dérivées partielles ont d'abord été étudii^es 
par d'Alembert et Euier, à propos de problèmes de physique. Parmi 
les travaux les plus importants antérieurs à Gaucliy, nous citerons, 
en outre, ceux de Lagrange, Laplace, Monge, Ampère et Pfaff. En 
particulier les Mémoires de Lagrange sur les équations du premier 
ordre sont fondamentaux. Mais les premières l'ïichercbes rigoureuses 
sur le degré de généralité de la solution d'une équation aux dérivées 
partielles ou d'un système d'équations aux dérivées partielles sont 
dues à Cauchy (*). Les théorèmes trouvés par Cauehy ont été démon- 
trés depuis par M. Darbous (3) et par M."'" de Kowalewski (3). Nous 
allons reproduire îa démonstration de M""> de Kowalewski. 

2. Nous dirons que la fonction f (ce^, œ^, ..., x„) des n variables 
x^, x^,...,x„ est holomoyphe, ou régulière, ou encore déwlopjjable, 
au'voisiuage du point x[, x^, ..., x!l, si elle est développabîe suivant 
les puissances croissantes et positives de x, — x\,x^ — a:", . . , , a:;„ — x'^ 
pour toutes les valeurs de ,x,, x^, ..., x^, telles que 

|»,--x,"|<:3 (i = 1,2, ..,,:), 



(') Cancliy, C««jf/cy eiirins rfe l'Académie des Sdcares, [. XIV, W tl 
(•) G. bartOBK, Coiaples renias, t. LXXX. 
- ■ '-■ 'm-aaldeCrelle, t. LXXX. 
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i! LEÇOKS SUR LES EQUATIONS AUX DlifilVEES PARTIELLES. 

et nous dirons que a;;;, x^, ..., a;„ appartiennent au domaine do 
point xi, x^, ..., xS, de rayon 5. 

3. Avant de donner îa démonstration du théorème i^rénéral, nous 
traiterons d'abord deux cas particuliers. 

TiiÉOBÈME I. — Étant donné, d'une part, le système d'équations 
aux déJ-ivées partielles 

\ (i^2, 3, ..., n), 

contenant les m fonctions Mj, u^, ..., m„ des n variables indépen- 
dantes x^, x^, ...jX^etdaJis lesquelles les coefficients tii_t désignent 
des fonctions des seules variables «,, tij, .,., u^; et, d'autre part, 
m fonctions ç,, ç,, ,.., o,,, des variables x^, x^, ,.., x^, régulières 
au voisinage du point 

et se réduisant respectivement' à b^, b^, ..., b^ pour 

x, = a^, ..., x^^a„; 

il existe un système, et un seul, de fonctions u,, «„ ..., m„, satis- 
faisant aux équations (1), développables au voisinage du point 



et se réduisant respectivement à ç,, f^, 



powvu que lea coefficients i\.i.j soient développables au voisinage 
du point 

Remarquons d'abord que nous pouvons toujours supposer % = 
et bi ^ 0, car cela revient à remplacer x^ — «;, Uj •— 6; et ijj; -^ &|, 
respectivement par a;^ Wj et Çj. Cela étant, admettons que les fonc- 
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lions n[,nj , u , &iU-i(ai&ant aux conditions de i'éiioncé, existent; 
on voit alois aisément que le^ conditions initiales, jointes aux 
équations (ï), pei mettent de déterminer les coefficients des dévelop- 
pements de toutes les fonctions it,, ..., u^, que noiis supposons 
exister. En effet, nous savons que, d'après la formule de Taylor, le 
coefficient de x'^'x'^^ ... x^" serait, à un facteur mimérique près, 
dans 11; 

\dx',' ôxl' ... dxl-)^,-''. >:,"0 >!„->, 

ce que nous désignerons, pour abréger, par 

( ^--°---^. \. 
\dx'[^ dxl^ ... da;^"A 

11 suffit donc de savoir calculer ces quantités. Or, les conditions 
initiales nous donnent déjà toutes celles de ces quantités oii x^ ne 
ligure pas, car, puisque pour a::, = 0, W( doit se réduire à o;, on doit 
avoir 

Mf =3 1^; 4- ce. A, + x\K^ 4- ..., 

donc tous les termes de la forme x^'xl' ... a;"" de jf; sont ceux 
de o; et nous connaissons les coefficients de la forme 

\dx%'dxl'...àxl''}^ 

De plus, les équations (1), auxquelles les fonctions u^, ..,, t(,„ satis- 
font par hypothèse, nous permettront de calculer toutes les autres 
dérivées partielles, où figure au moins une fois a;,, en fonction de 
celles qui sont connues. En effet, en dérivant les deux membres de 
l'équation 

a^ fois par rapport à x^, a, fois par rapport à x^, et ainsi de suite, 
a„ fois par rapport à a::„, et en faisant ensuite œ, ;^ Xj:x;,..=ia:„^:;0, 
on aura 



a:, dxf dx^> ... âx^/^ 
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4 LEÇONS SUR LES EQUATIONS AUX DKRIVlîES PARTIELLES. 

en fonction des dérivées déjà connues; ensuite, en dérivant une fois 
par rapport à a;,, «j fois par rapport à x^ et ainsi de suite, et en 
faisant x^'^^ x^-:= ... =: x„ = 0, on aura les rjuaiitités 

( ■>'"■*--■■'•. \ 

\àx] âx\' ... dx^'/a 

en fonction des précédentes, et ainsi de suite, On calculera, de proche 
en proche, tous les coefQcients de ,if,. Ceci nous moiitre que, s'il existe 
un système de fonctions m,, ii^, ..., w^ satisfaisant à l'énoncé, il en 
existe un seul, car les coefficients des développements de ces fonc- 
tions sont déterminés d'une manière univoque par les conditions 
initiales et les équations (1). 

Imaginons alors, qu'après avoir calculé ces coefficients comme 
nous venons de l'indiquer, on écrive les développements correspon- 
dants : je dis que si ces développe ments sont convergents au 
voisinage de a;, = a::, =z ... ^a;„ = 0, ils représentent des fonctions 
u^, Uj, ..., u,„, qui satisfont aux conditions de l'énoncé. En effet, 
les fonctions w,, ..., «„ ainsi obtenues satisfont évidemment aux 
conditions initiales; d'ailleurs elles satisfont aux équations {1}, car 
si on calcule les quantités 



dx. 



-H ■ dx, 



correspondantes, ces quantités seront certaines fonctions Ff (a-,, , . . , x^ 
des seules variables x„ ..., a;^ holomorphes dans le domaine du 
point Xf = 0, et, d'après la manière même dont on a calculé les 
coefficients des U;, ces fonctions sont nulles ainsi que toutes leurs 
dérivées partielles pour 

x^■=x^^= ... ^^ œ„ :r= 0. 

De tout ceci il résulte que pour démontrer le théorème énoncé il 
nous suffit de démontrer que les développements obtenus par la 
méthode précédente sont convei^ents. A cet effet nous allons com- 
parer ces développements à d'autres dont la convergence se montre 
aisément. 

s les quantités Af,; régulières pour les valeurs do t(„ tij, 
2 module est inférieur ou ûjfal à r et soit M un nombre 
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plus grand que le plus grand module de toutes ces fonctions pou 
toutes les valeurs de M[, ..., u^ appartenant au domaine de rayon )■ 
Considérons alors la fonction 



qui est développalile suivant les puissances ci'oissantca de 
pour toutes les valeurs telles que 



Ce développement sera 

H = M j 1 +'f ('i^±i -. + - + "- )-j, 

et 3e coefficient de wÇh(^' ... «^ dans ce développement sera celui du 
même terme dans 

/ u, + i(, -H ... + ■((„ U| + |i, + - + ;i"-^ 
c'est-à-dire 



M 

Ce coefficient est donc supérieur à — — j — ■ — — et, par suite, 

,'Pi + Pi + — + P"' 

est plus grand que le module du coefficient correspondant dans Al,7. 
D'autre part, soit p le rayon du domaine de convergence des fonc- 
tions ^,, Çj, ..., ç,„ et N une limite supérieure du module de ces 
fonctions ; posons 

Ni 

* (iCj, X,, . . . , , X„) t= ■ 1 



Nous voyons que 

*(0, 0, ...,0)^0; 
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d'ailleurs, on peut Écrire 



•1- 



donc la fonction *!• (x^, ..., ic„) joue, par rapport aux foueîions ç„ le 
même rôle que II par rapport aux A|,j. 

Ceci posé, considérons la système auxiliaire d'équations aux 
dérivées partielles suivant : 

(1,4 = 1, 2,..., m), 
( ([ = 2,3, ...,,.), 
OÙ l'on a 

H = M , 



et cherchons un système de fonctions v^, v^, ..., i!„, satisfaisant à ce 
système (2) et aux conditions initiales 

(3) v,^v, = ...^v,„^'ÏHx,,...,x,:), 

pour Xi = 0. 

On montien, comme pi eue dem ment que, b %l ejLute un système 
de fonctions u,, i,, v„ -ali^ifaisant au\ condilicns précédentes, 

il en e\iste wi seul et quon pouiia calculer lea csefficienls des 
développements de proche en picche D ailleurs, de la façon même 
dont nouf calculons cei coefficients, un coefficient quelconque de i>; 
est un nombre po&itif superieui au module du coefficient correspon- 
dant dans «t En effet les coefficients dps développements des «^ 
se déduisent dea copffii'ienta dea développements des fonctions Ai,i 
et ç^, (f„, , fn pai les seules opi'rations dadJition et de multipli- 
cation Si Ion lempkce Aai\-> toutes ces operifions un coefficient 
quelconque de AJj pai le coetficient coiiespondant de H et un coeffi- 
cient quelconque de <fi par te coefficient correspondant de <^{x^, ... ,»;„), 
les résultats obtenus seront précisément les coefficients des ti;. On en 
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CHAP. I. — THÉORÈMES SUR L EXISTENCE DES INTÉGRALES. 7 

conclut que si les développements de v^, v^, ..., v^, calculés comme 
nous l'avons indiqué, sont convergents, il en sera de même a fortioH 
des développements de m,, Mj, .,.,ii„. La condition nécessaire et suffi- 
sante pour que les développements de u,, jj,, ,.., v^ soient conver- 
gents est, manifestement, que le système (2) admette un système 
d'intégrales satisfaisant aux conditions (3). Nous sommes donc 
ramenés, pour démontrer le théorème, à démontrer l'existence d'un 
système d'intégrales holomorphes pour le système particulier (2). 
Ceci est aisé. 
Nous pouvons écrire le système (2) 

âv^ âv, dv^ __ 'Y àv^ 

Ceci nous prouve d'abord que les différences v^ — v^, w, — v„ ..., 
^1 — ^m sont indépendantes de œ,; d'ailleurs, comme pour x, = 
elles doivent être nulles en vertu des conditions initiales (3), elles 
sont identiquement nulles et on a 



On est donc ramené à intégrer l'équation unique 

^ = mH y — ', 

^x^ ^ dxi 

(i = 2, 3, ..,,«). 

Comme la fonction (x^, ..., œ„) ne dépend que de t, il est naturel 
de clierclier une solution de la forme 

1!, r3 i (x^, t) 
et on a, pour déterminer i, l'équation 

df]. _ Mm {n — 1) (?6 
dx, . m'\i dt 

qui s'écrit 

W (i-T)j|-«"<"-i>f( = ''- 

11 est aisé de vérifier que le premier membre de celle équation est 
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précisément le déterminant fonctionnel des deux fonctions 
é et M_^\ ( + Mm(n — -1) x,. 

Cette équation exprime qnie la fonction (|; est telle que 

(i - ^) ( + Mm {n - d) Xi ^ F (i), 

F étant une fonction arbitraire. 
Ici, il nous faudra choisir F de toile façon que pour a;, :^ on 

ait 1^ ^3 ; il faudra donc avoir identiquement : 

\ !■ / N + z . ^ ' 

Finalement, noua voyons que la fonction (|; qui s'annule pour 
X, ^ t =^ et qui satisfait à l'équation 

est l'intégrale demandée. Cette équation s'écrit 

h— m ^] (N + -}.) t + Mm (n - i) x, (N + 4-) = (i — ^) ? J^. 

Pour a;, =: t := c:tte équation a une i-acine égale à et l'autre 
racine égale à — et par conséquent diffS'&tte de 0. On en conclut 

que la racine qui s'annule pour a;:, = ( ^ est développable au 
voisinage de x^ ^^^ 0, f ^: 0. Soit 

d„(a;„f) = ^,(a^.,a^, -f-... +x„) 

cette racine. Le système (2) est par con.'iéquent satisfait par les 
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fonctions 

qui l'emplissent d'ailleurs les conditions (3), et sont iléveloppables au 
voisinage de 



4. TiiÉORÈME 11. — Étant donné, d'une part, 
équations linéaires aux dérioées partielles 



(6) 



^ âx, ff' " âx, 
I {i, fc =1, 2, ..., m), 
, (i = 2,3, ...,n), 



OÙ les quantités Ai.j et B' désignent des fonctions des variables 
Xi, x^, ..., a:;„ et de m,, îtj, ..,, w,„, régulières au voisinage de 



et, d'autre part, m fonctions ç,, ç,, ..., ç,„ de a:,, x„ ..., x,„ 
développables au voisinage du point «j, «,, ---, a„,et se réduisant 
respectivement' à b„ b,, ..,, b^pour 

x^ ^= a^, ..., x„^= a„; 

il existe un système de fonctions M[, m,, ..-, tt™ des variables 
x,,x^, ..., x„, et un seul, satisfaisant aux équations (5), régulières 
au voisinage de 

et se réduisant respectivement à f^, ç., ..., f„, pour x^ =; a^. 

Pour démontrer ce théorème, nous allons montrer qu'on peut le 
ramener au ihéorème précédent. A cet effet, introduisons n fonctions 
inconnues nouvelles ([, f,, ...', t^,, et désignons par (At,;) et (B*) ce 
que deviennent les fonctions Ai,, et B' quand on y remplace Xi, a:,, 
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par f„ (,, ..., t„ respectivement. Considérant ensuite le 
e des m + n équations 



](i,k^i,% ...,m), 
{i^2, 3, ..., n), 



■; àx^ âx 
avec les conditions initiales 



pour cCj = «,. 

D'après le théorème I, il existe un système, et un seul, de fonctions 
Wj, ..., u„, t,, f,, ..., t„ satisfaisant aux équations (6) et aux condi- 
tions (6'). A cause des dernières équations (6), les fonctions t^, t,, . . ., t„ 
sont indépendantes de x^, et comme, pour x^ =; a^, elles doivent se 
réduire respectivement à x^, x,, ..., a:„, i! faut nécessairement que 
l'on ait toujours 

(j r:^ X^, ..., t„ = X„; 

on en conclut que -r—^ :=x 1 et, par suite, que -r-^ ^^ 1 et que t,^=x,, 
ox, ^x^ 

puisque, pour x^ = «„ on doit avoir t^ = a,. Le système de solutions 

des équations (6), dont l'existence est prouvée par le théorème I, est 

donc de la forme 

^ «, = <!>,, n, — <I>„ ..., n,., = 'K, 

( il — x„ (, =x„ ..., f„ = x„. 

Si dans les m premières équations (6) on remplace Uj, ..., w„, 
(,, tj, ..., („ par les expressions précédentes, les relations obtenues 
expriment précisément que les m fonctions 



forment un système d'intégrales des équations (5). 
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5. Après avoir traité ces deux cas particuliers, nous arrivons au 
théorème ^oéral. 

Considérons un système d'ùquatîons aux dérivées pai'tielles de ia 
forme suivante : 



m 



f?'' u. 






où les quantités 3>i désignent des fonctions des quantités w,, Uj, . . ., m„, 
des variables œ„ a;,, .,., x„, des dérivées partielles de tt, jusqu'à 
l'ordre »•„ des dérivées partielles de «j jusqu'à l'ordre r^, et ainsi 
de suite, des dérivées de u« jusqu'à l'ordre r^, mais ne contenant pas 
les dérivées qui figurent dans les premiers membres. 
Le théorème général peut s'énoncer ainsi ; 



Théorème général. — Les quantités x^, x^, -.■, œ„, u^, «,, ..-, u,„, 
'-^qui figurent dans les fonctions "1*; étant regar~ 



dées comme des variables indépendantes, soit 



un système quelconque de valeurs de ces variables pour lequel les 
fonctions 'P^ soient holomorphes; 
Soient, d'autre part 



des fonctions de x^, x,^ ..., x„ régulières au voisinage du jioint 
«,, «j, ..., «„, et telles que l'on ait 



pour x^ = «3, ..., x^ = a„. 

U existe un système de foiictions u^, Uj, 
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satisfaisant au système (7), holomorphes au voisinage de 



et telles que Von ait 



âx'r' 



pour Xj =; a^. 

Il est aisé de voir que, s'il existe tm tel système, il en existe 
un seul, c^, en vertu des conditions initiales, le développement 
de «i, ordonné suivant les puissances de a;, — a^, doit être de la 
forme 



f- (se, — «,) f ;' - 



f., -«.)'-' 



par suite, nous connaissons les dérivées 



f(x,- 



2,r\,^ 



...âx 



pour toufes les valeurs de 



-1, 



quels que soient les nombres a,, .'.., a„, et d'ailleurs, en diiréren- 
tianties équations (7), on voit qu'on pourra calculer de proche en 
proche toutes les valeurs des autres dérivées où a, > )■; pour 
X, = a„ ..., X, = a,„ en fonction des précédentes. Ces coefficients 
sont donc déterminés d'une manieie unnoque, et, s il evi'-le un 
système d'intégrales, il en existe un seul 

Le mode de raisonnement employé plus haut nous montip encoie 
que, si ces développements sont conveigents, les fonctions quils 
représentent satisfont à toutes les conditions du pioblenie Au heu de 
démontrer directement cette convergence, nous ramènerons le système 
proposé (7) à un système d'équations linéaires. 

Pour l'endi-e la démonstration plus intelligible dans le cas général, 
nous examinerons d'abord un cas particulier. 

Considérons l'équation du second ordre 



(8) 



r = F (ic, !/, i, p, j, s, t), 
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OÙ- nous posons 

_dz __dz ,_^ _ âH j_^ 

^ àx' ày dx^ dx dy âif 

et dans laquelle F désigne une fonction développa}) le pour le point 
a^o'î/o. ^o>Po. ^0. So, V 

Soient, d'autre part, ^^ (y) et ç, (y) deux fonctions de y liolo- 
nnorphes au voisinage de y = y„ et telles que 

?i(yo) — î»o. ?'. {E/o) = s„. 

Il existe une fonction z satisfaisant à l'équalion (8), holomorpbe 
au voisinage- de x^, y„ et telle que, pour x ^=x^, z se réduise 

àn(y)et^àç, (y). 

En effet, considérons le systcme auxiliaire 

idz dp dq dp du di- dt __ ds 

dx dx ' dx'~ dy dx dy àx dy 

d^_dF dF â^ _ dFdp dFdr^ àF ds^ 

dx ~ dx dz dp dq dy ds dy dt dy 

Ce système est de la forme des systèmes considérés dans le théo- 
rème II; par suit <!, on pourra trouver nn système d'intégrales satis- 
faisant aux équations (9) et anx conditions initiales, suivantes : 

( ^ = ?o (y)i p = ^i Oj), 1 — ?'„ (y)- s = ç; (y), 

pour X -^^ Xi,. 
Soient 

. ^ Z =. -I> {X, y), p-^P (X, y), q = Q{x, y), 
r = Rix,y),. s = &(x,y), t^T(x,y) 

ce système. Je dis que s =; * (j:;, y) est une intégrale de (8), satis- 
faisant auï conditions initiales énoncées. En effet, puisque ce système 
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de fonctions satisfait aux éqiiations (9), on a 



P(x,i/)^ 



par suite, 



dx dx dy dx \i}y) 

on Gti conclut qne la diffôrence Q — — - ost une fonclion de y seule- 
ment; d'ailleurs, en vertu des conditions (10), cette différence est 
nulle pour a; = a;, : donc, elle doit être identiquement nulle et on a 

« = ^- 

De même, 

âx dx^ dy dx\dxây/' 

donc, la différence S ■ 

s'annuler pour ce = x„, en vertu de (10), et, par suite, est constam- 
ment nulle, 

S = i-'JL ■ 

dx (>;/' 
on voit ensuite que 

dx dx dy- dx \dy^/ 
et, par suite, comme précédemment, que 

dy- 
en vertu de (10). Enfin, on aura 

^_àF àFà^ àF,y? dFdQ à¥ dS dF ()T 
àx~ dx'^ d<b dx'^ d'Pdx'^dQàx'^ dSdx'^ dTàx' 
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ce qui prouve que la différence 

R — F (X, y, <i>, P, Q, S, T) 

est une fonction de y qui, devant s'annuler pour ce := x,,, en vertu 
des conditions (10), est identiquement nulle. En résumé, on voit 
que z = ^ est une intégrale de (8) qui satisfait, d'ailleurs, aux 
conditions initiales données. 

Examinons maintenant le cas général. Remplaçons le système (7) 
par le système suivant où nous introduisons, comme inconnues 
auxiliaires, toutes les dérivées partielles de w^ jusqu'à l'ordre r^ : 

av., dp\ „ „ . drë.o . 

J^=rt,....,.' ^^-P-— ■■■' -^^-P.-..,....,o, 

0, <,■., (î = l, 2, .-■., m), 





dx. 






àx. 


pour 


toutes les valeurs de a^ 


et a 


;„ telles que 




=■•=-» 


et 


=■, 


+ a« ^ n, 




<)?;„. .,.„_,. 


'- = 


àpi. 








da!„-i 


poui 


toutes les valeurs de a, 


,.,. 


-,, a, 


, telles que 




«.-,=.0, 


', 


+ a, 


-1 + «n=^'*i, 


et ainsi de suite jusqu'à 










■)pi„.„.. 


,._ 


.M 


4.,,,,_l,a, ^„ 



a, > et a, + Hj + «3 + ... + «„ < Vi 
{i=.i,2, ..., m). 

Ajoutons-y les équations que l'on obtient en différentiant les équa- 
tions (7) par rappoi't k x^ et en y remplaçant cnsuito les dérivées 
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par rapport à a;, de Wj et de Pai,ai,..,a„ par ]es valeurs précédentes, de 
telle façon que dans les seconds membres il ne figure aucune dérivée 
par rapport à x^ des quantités u, et p%^^a,,..,xu■ 
he système sera de la forme 

fr 



dx. 



^ II-„ . 



étudiée dans le théorf^me IL Donc, ce système admettra un système 
d'intégrales, régulières au voisinage du point a^, a„ ..., a„, et telles 
que, pom' Xj ^^ «,, on ait : 



(12) 



les valeurs initiales des fonctions p%^ „, o, », ,., se tirant des équations (7) 
elles-mêmes. On montrera de la même façon que dans le cas parti- 
culier précédent que, si 



forment un système d'intégrales des équations (11), satisfaisant aux 
conditions (12), les fonctions *,, ^i,, .,., <I'„ sont des intégrales du 
système (7), satisfaisant aux conditions de l'énoncé du théorème 



6. Le théorème général, que nous venons de démontrer, no prouve 
l'existence de l'intégrale que dans un domaine limité environnant le 
point a„ flj, ..., a„. Mais-j d'apfès ce que l'on sait sur les fonctions 
analytiques, on pourra, en général, en choisissant dans le domaine 
de a,, Bj, ..., a„, un autre point a[, «j, ..., al, démontrer l'existence 
dé l'intégrale dans un nouveau domaine entourant le point a[, n,, 
..., al, et non contenu tout entier dans le précédent, et, en conti- 
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i)uant de la sorte, on pourra, en général, alteinJre tel point dai 
l'avance que l'on voudra, a,, a:,, ..., a„. 



(7') 



7. GriNÉRALisATios. — Gonsidéfons les éqiiatio 



L les «l"; désignent maintenant des fiinciious de aip 
, u^, .,., u,„, des quantités 



et, en outre, d'un nombre quelconque de paramètres arbitraires >.;, 
.,., A,„ Soient, d'ailleurs, 

9„ ç^ .-, 9?-s (i = 1,2, .,.,«.), 

des fonctions de ir^, ..., x„ et des r paramètres ?>„ Xj, ..., X^, régu- 
lières au voisinage du point «j, .,., a„, XJ, X", ..., W, Il existe un 
système de fonctions u^, ..., tt„, des variables te,, a;,, ..., x^ et con- 
tenant les paramètres X„ •■■,\; régulières non seulement par rapport 
a œ,, a;,, ..., x^, maïs encore par rapport aux j>aramÈtresX,,Xj, ..., X, 
an voisinage du point a,, a,, ,.., a,, XJ, X§, ..., 1?, satisfaisant aus 
équations (7'), et aux conditions initiales du théorème général. 

En effet., il suffit de considérer les quantités «; comme fonctions 
desn + î- variables ic„ aij, ..,, a;„etXj,Xj, ■■■,'>.„ et les équations {?') 
comme des équations aux dérivées partielles entre les m fonctions Mj 
et ces n + r variables. En particulier, on peut supposer que les 
quantités '!"; sont indépendantes de Xj, X„ ..., X^ et que ces paramètres 
n'entrent que dans les fonctions çj. On en conclut qu'on peut toujours 
trouver un système d'intégrales des équations (7) contenant autant de 
paramètres qu'on voudra, et qui soient des fonctions holomorpbes de 
ces paramètres. 

8. AprLr'-vnoN I, — Considérons le système 

(13) 

l (i=-l, 2, ...,„ 
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d'équations différentielles dans lesquelles f,, ..., f„ désignent des 
ibiicfions holoinorfihes au voisinage du point a; i:^ 0, y^ = 0. Nous 
pouvons considérer, dans ces équations, y^, y^, ..., y„ comme 
des fonctions de x et de n paramètres arbitraires yj, y\, ..., y,;. 
D'après ce que nous venons de dire, on pourra trouver n fonctions 
î/ij î/a' ■■•I V" satisfaisant aux équations (-13), holomorphes par 
l'apport kx et y", au voisinage du point x :^0, y" = et telles que 
pour a; ^^ on ait y^ ^^ y". En particulier, ces fonctions seront déve- 
loppables en séries de la forme 

y; = y" + x\' -h x^ki -h ..., 

les quantités A;', A/, ... étant des fonctions régulières de y\, y,, 
.,., yj. Ceci noua montre que les intégrales des équations différen- 
tielles (13) sont développables non seulement par rapport à x, mais 
encore par rapport aux valeurs initiales. 

9. Application II. — Fonctions implicites. Étant donné un 
système de p relations 



m 



( F, (»„ x„ ..., x„ u„ »„ ..., ti,) = 0, 
i - (i = l,2, ...,p), 



OÙ les premiers membres soiif développables au voisinage des 
valeurs Xi = x", u^ = «° et sont tels que le déte^-mviant fonc- 
tionnel 

D(F„F„..., F^) 

D («.,»„...,«,) 

soit diffèrent de pour ces valeurs, il existe un système de fonctions 
«j,M,, ..., u^ des variables x^,Xi, .-.iX^, holomorphes au voisinage 
du point Xi ^ a;?, se réduisant respectivement à tij, wj, ..-, u^, 
pour x^ ^= x^^, x^ c= xl, ..., x^ ^^ x", et satisfaisant aux rela- 
tions (14). 

Nous supposerons la proposition vraie pour le cas d'une seule 
variable (n ^^ 1) (la démonstration de ce cas se trouve dans tous les 
Cours de calcul intégral), et nous allons montrer que, si elle est vraie 
pour (n — 1) variables, elle est encdrc vraie pour n. 
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Admettons Jonc la proposition pour {n — i) variables et faisons 
dans les équations (14) a;, ^ x\, nous obtiendrons le système 

(15) F; {x\, x^, ..., x„, M„ «s, ■-., Il,,} = 0, 

qui sera satisfait par p fonctions 

■p,{«;,, ...,a;„), ,..,ç,K,x„...,a;„), 

régulières au voisinage du pointx?, x', ..., x?,. 

D'autre part, considérons le système d'équations aux dérivées 
partielles 

(10) ' â7, "^ du, d.<i^ "^ ■■■ '^ du,, dx, ~ ' 



Le déterminant Lies coefficients des quantités — -" dans ces équations 

D (F,, .... F-) ' 

est précisément - -^ : puisqu'il est différent de 0, nous 

du, du, dv„ 

pourrons résoudre ces équations par rapport a - — i - — j ■■■j ■- — ' 

et les mettre sous ta forme équivalente 

(16') '^ :^ 9, {x„ x^, ..., x„, u„ w„ .,., u^), 

où les «l-i désignent des fonctions régulières au voisinage des valeurs 
Xi, u^. D'après le théorème général, il esiste un système de p fonc- 
tions u„ «2, ..., Mp vérifiant les équations (16') et, par suite, les 
équattons (16), telles que pour x^ =: x", on ait U; z= çj (a^^, ,.,, x„), 
et holomorphes au voisinage du point x\, .,., x^. Soient Uj = <P, ces 
intégrales; je dis que les fonctions <P, vérifient les relations (14). En 
effet, puisqu'elles vérifient les équations (16), elles sont telles que 
les fonctions F( (x,, ..., cc^, ^^, ..., 4>j,) sont fonctions des seules 
variables x^, ..., œ^ et, puisque pour x^ := ic? on a <bf = ^i et que 
les quantités Ç( vérifient les relations (45), ces fonctions F; sont nulles 
pour X, ^= x", par suite sont identiquement nulles. On a donc, 
identiquement, 

■ F, {x„ X,, ..., x,„ <!>„ *\\, ..., "f,,) = 0. 
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10. Application III. — Nous avons vu, dans le § 8, que les 
intégrales des équations différentielles (13) peuvent se mettre sous 
la forme 

(17) y, ~ y," 4- xA! + xK\f + ..., 

où les quantités A* sont des fonctions holomorphes des paramètres yf : . 
on en conclut, en vertu du paragraphe précédent, qu'on peut 
résoudre les équations (17) par rapport aux paramètres yf et, par 
conséquent, mettre l'intégrale générale des équations (13) sous la 
forme 

y; =4p, (œ, y„y„ ...,y^. 



yi = <if„{x, yi, yj, ..., y,), 



où (Jf,, 4111 •■■, 'j'n désignent des fonctions lioloraorphes des variables 
m, y,, y 2, ..., y„dans le domaine du point x:=0, yi ^= 0, proposition 
que l'on admet généralement sans démonstration, dans les Cours de 
calcul inîégi~al. 

11. Pour qu'on puisse bien se rendre compte du degré de généra- 
lité de l'intégrale dont nous avons démontré l'existence dans le g 5, 
nous allons examiner quelques exemples particuliers. 

Exemple I. '— Considérons une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre entre la fonction z et les variables a: et y ; 

(18) F (x, y, z, p, q) = 0. 

Supposons qu'elle contienne p, et résolvons-la par rapport à p > 

p = f{x, y,z,q). 

Le théorème général nous apprend que cette équation admet une 
intégrale régulière au voisinage de a! = œ„, y :^y^, qui, poura:=:a;„, 
se réduit à une fonction arbitraire donnée à l'avance Jj (y), et une 
seule, sous certaines conditions de continuité que nous supposerons 
satisfaites. Ceci peut se traduire, en langE^e géométrique, de !a façon 
suivante : Étant donnée la courbe plane C dont les équations sont 

x = ^-., . = Mi/). 
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il existe une swface intégrale S, et une seule, passant par la 
courbe C. J'excepte, évidemment, le cas où l'équation (18), résolue 
par rapport à p, donnerait plusieurs valeurs pour p. Par exemple, 
si l'équation (18) était algébrique et du second degré en p, elle 
donnerait pour p deux valeurs de la forme 

P = fi i^, y, ^, </). P = A {^, y, ^. 3)- 
Il y aurait donc deux surfaces intégrales S, et Sj passant par C. La 
condition géométrique précédente est très particulière, mais elle 
peut se généraliser. En effet, je dis qu'étant donnée une courbe 
quelconque C, plane ou gauche, on peut, en général, trouver une 
surface intégrale passant par C. Faisons ie changement de variables 
suivant : 

y-\ (x) = u, x = X, 

y — X {x) et z~ [1. (x) 

sont les équations de C. Soient p[, q, les dérivées par[ie!les de z par 
rapport aux nouvelles variables u et x. 



d'où 

On a dont 

c'est-à-din 



dz ^=pdx ■+■ qàg, 
- VP + ?ï>' (^)] dx + qdu. 



p —p^ — q^ X'(x), 
q = g,, 



ce qui prouve que z satisfait à la nouvelle équation du premier ordre 

F {x, >. {x) -H u, z, p, - q. V {x), q,) = 0, 

qui, en général, sera résoluble par rapport à q^. Cette équation 
admeltradonc une intégrale qui, pour u ^:r 0, se réduira à [j. (x), et, 
par suite, l'équation (18) admet une surface intégrale passant par la 
courbe C, 

V - ), (i) = 0, z = f. («). 
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12. Exemple II. — Considérons une équation du second ordre 

(19) F (X, y, z, p, q, r, s, t) ^ 0. 

Il est aisé de voir que l'on peut toujours supposer que cette équation 
contient effectivement i' ou (, car s'i! n'en était pas ainsi on pourrait 
toujours par un changement linéaire de variables faire en sorte que 
cette condition soit remplie. Supposons, par exemple, que l'équation 
contienne r, et résolvons-la par rapport à r. 

r = f{x,y,z,p,q,s,t). 

Le théorème g'onéral nous apprend qu'il existe une intégrale z 
hûlomorphe au voisinage du point x,^, y^ et telle que, pour a; = x^, 
on ait 

^ = ?o (y), p = "Fi (y), 

<<^ et ip, étant deux fonctions arbitraires données à l'avance. En 
langage géométrique, ceci exprime que, par la courbe C dont les 
équations sont 

x = x.. . = ..(!/), 

passent, non plus une seule surface intégrale S, mais bien une infinité 
de surfaces dépendant d'une fonction arbitraire Çi(y). Nous pourrons 
achever de déterminer la surface S de la façon suivanfe : l'équation 
du plan tangent en un point quelconque de la courbe G do coordon- 
nées ccn, y, s ir:; ^0 iy) ^^^ manif^lement 

z - ?. (y) = »,(9) [X - xj + çUa) [Y - ,ji 

puisque, en \ertu des conditions initiales, p et ^ se réduisent respec- 
tivement à p, (y) et ^j (y) pour x ^^ x^; par suite, on voit que si on 
se donne le plan tangent tout le long de la courbe C, la fonction œ, (y) 
est parfaitement déterminée et, par conséquent, la surface S. Donc, 
il existe une surface intégrale S passant par la courbe C et ayant, en 
chacun des points de cette courbe, un plan tangent déterminé. En 
d'autres termes, il existe une surface intégrale S passant par la 
courbe C et tangente, tout le long de cette courbe, à une surface 
développable donnée passant également par C, et, en général, ces 
conditions déterminent couiplètemenE la surface. 



y Google 



CHM>. I. — TIIKOREMUS SUIl L EXISTENCE LIES INTEGRALES. ïi.J 

Comme dans le cas précédent, on pourra encore étendre ceci à une 
courbe quelconque C dont les équations sont 

y = X(x), ï— |j.{cc). 

En effet, si on se donne le plan tangent tout le long de C, il faudra 
ti'ouver une intégrale z telle que si on y remplace y par î. (a::), e et g 
se réduisent respectivement à ii. {x) et v (ce), y (a;) étant une fonction 
donnée de x. Nous ferons encore le changement de variables 

y — '>.{x) = u, x-^=x, 

et on verra aisément que l'équation (19) sera remplacée par une 
autre équation du second ordre à laquelle devra satisfaire z considéré 
comme fonction de m et de a;. Celte équation admettra, en g:énéral, 
une intégrale telle que pour u zz; 0, on ait 

Ainsi, les surfaces minima sont définies, comme on sait, par une 
équation aux dérivées partielles du second ordre : il y a donc une 
infinité de surfaces minima passant par une courbe donnée, mais iî 
n'y en a qu'iiue passant par une courbe donnée et tangente tout le 
long de cette courbe à une développable donnée. 

13. Plus généralement, considérons une équation aux dérivées 
partielles F :^ entre la fonction z et les n variables x^, x^, ..., a;,; 
soit j) l'ordre de la dérivée partielle d'ordre le plus élevé qui entre 
dans l'équation F ;= 0; nous admettrons, ce qu'on peut toujours 

faire, qu'il existe une dérivée d^ .- .„..,.„ , 
' ' dx^ 

d''z 
Supposons, par exemple, que l'équation contienne -r— et résolvons-la 



s = f; 
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le théorème général de Cauchy nous apprend qu'il existe une intégrale 

hoiomorphe et telle que, poura:^, =^«,, les fonctions s, ■:r-' "■' — . 

se réduisent à p fonctions arbitraires, données à l'avance, 

?0 (^51 ■■■) ^h)i ?1 (^21 ■■■! ^b)î ■*■! ?!'-! (^Sl ■■■! ''^Jî 

des variables x^, x,, ..., »;„. L'intégrale générale de cette équation 
dépend donc de^ fonctions arbitraires de(n — i) variables. 

14. Intégrales singulières. — Nous n'avons considéré jusqu'ici 
que les intégrales des équations aux dérivées partielles dont l'exis- 
tence est démontrée par le théorème général de Gauchy. Il est naturel 
de se demander si ce sont les seules qui existent. 

Considérons, pour fixer les idées, une équation du premier ordre 
entre z et n variables x„ x^, ..., cc„, 

(20) F (z, Xj, x^, ..., x„, p,, yij, ..., j»^) =; 0, 

où on puse 



et où F désigne un polynôme indëcomposahlo. Soit 

z = ^ix„x,_,...,x„) 

une intégrale quelconque, régulière au voisinage du point x^, x^, 
..., x^, et soient z", pî, pj, ..,, p°, les vaîeurs de z, p,, p,, ..., p„ 
pour !»j =::x^, ..., x,^ Xn. Nous désignerons ce système de valeurs 
33i, Kj, ..., a:^, z", p", p5, .,., p° sous le nom d'élément de l'inté- 

ffralfl. Nous poserons en outi'e 

dz " dxi ' dp, 

Supposons (P,)„ ^ : d'après le théorème sur les fonctions impli- 
cites (§ 9) on pourra résoudre l'équation (20) par rapport à Pj et la 
mettre sous la forme 



(20') r, = f(', 
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la fonction fêtant régulière pour z", x^, pê, et aloi^ l'équation (20') 
admettra, d'après le théorème de Gauchy, ^me intégrale et une seule, 
holomorphe dans le domaine du point x°, x", ..., x°, qui pour 
X, — xl se réduise à * (icj, x^, œ„ ..., x^). Cette intégrale sera 
nécessairement * (x„ œ,, ..., x„). Donc, dans ce cas, l'intégrale "I» 
est donnée par le théorème de Cauchy. 

Si (Pj)j était nul, on chercherait un autre élément de l'intégrale 
pour lequel Pj ne s'annulerait pas et, si on peut en trouver un, on 
pourra raisonner sur celui-là comme sur le précédent et, par consé- 
quent, démontrer la proposition précédente. La méthode ne tomberait 
en défaut que si fous les élément'; de l'intégrale $ annulaient P,, 
c'est-à-dire si l'intégrale O satisfaisait a l'équation aux dérivées 
partielles P, :^ 0, Mais alors, si on peut trouver une dérivée P; telle 
que 4» ne satisfasse pas a l'equation P, ^= 0, on prendra un élément 
de * pour lequel (,P,)„ soit djfféient de 0, et en raisonnant avec x^ 
comme nous l'avons fait aiec a^, on prouvera que <I> est donné par 
le théorème de Cauchy. 

On voit donc que la démonstration précédente ne tombe réellement 
en défaut que si la fonction O satisfait à la fois aux n équations aux 
dérivées partielles 

Pj=0, l\ — 0, ..., \:'„ — 0. 

Dérivons l'equation (20) par rapport k x^ : on aura une équation 

ûxi dxi 

à laquelle devra satisfaire la fonction il>, puisqu'elle satisfait à l'équa- 
tion (20). D'ailleurs, si satisfait aux équations P(. = 0, cette 
équation se réduira à 

X, + Zpi = 0. 

Donc, si la fonction * satisfait aux équations F = et P^ =: 0, elle 
satisfait au système des 2n + i équations aux dérivées partielles 
du premier ordre suivant : 



(21) 



( r = o, p, = o, X, + Zp,=o, 

i (i =1,2, ..,,.). 
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Par définition, nous dirons qu'une intégrale <^ {x^ x, ... x^ 
qui satisfait à toutes les équations (21) est une intégrale singulière 
de l'équation (20). 

Remarque. — Nous avons spécifié que nous ne considérions 
qu'une équation F ;= 0, indécomposable, car, dans d'autres cas, 
ce que nous venons de dire serait sujet à caution. Ainsi, une équation 
de la forme 

est telle que 



F = (H)- = 
=, = m(H)- 



à Pi 



et, par suite, toute intégrale de l'équation F := 0, c'est-à-dire H ^^ 0, 
annule P^. 

Si l'équation aux dérivées partielles n'était pas mise sous forme 
entière, il pourrait aussi arriver qu'il existe des intégrales telles que 
le premier membre cesse d'être liolomorphe dans le voisint^e de 
tout élément de l'intégrale. Nous en verrons des exemples plus loin. 
Pour éviter ces difficuliés, nous supposerons, dans la recherche des. 
solutions singulières, que l'équation a été mise sous forme entière, 

15. Étant donnée une intégrale non singulière d'une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre, il y a toujours une infinité 
d'intégrales de cette même équa.tion infiniment voisines de l'intégrale 
considérée. 

F (e, 3!^,, a;,, .,,, x„, p^, p,, ..., p„) :=: 

l'équation aux dérivées partielles et :: :xz: ^ (x,, x^, ..., x„) une 
intégrale non singulière de cette équation. Prenons un élément 
z", x\, ..., Xn,pl, ..., pS de cette intégrale pour lequel P, ne soit 
pas nul et soit 

,{x„-^„...,x.) = <p(u,'„x„...,x,y 

Considérons ensuite une fonction J* {x^, x,, ..., x„ «„ a^, ..., «,,) 
des variables x^, ..., x„ et de r paramètres a,, a,, ..., a,, dévelop- 
pahle au voisinage du point x^, xl, ..., x°, aj, a,, ..., a,", et se 
l'éduisaiit à œ {x^, a;^, ..., x„) pour a^ = «J, ..., «,. = 0,". Il est facile 
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de construire une telle fonction, il suffit pour cela d'ajouter à ip un déve- 
loppement convergent quelconque qui s'annule pour «f = a' . D'après 
le théorème de Caucliy, il existe une intégrale W dépendant des para- 
mètres a„ «„...,«„ holomorphe au voisinage du point a;^, x^, ...,a;°, 
cj, ..., a?, et qui se réduit ki/ (x^, ..., x^, a,, ..., a^) poui-a;,:=3;J. 
Cette intégrale se réduira manifestement à <P (cc^, x^, ..., x^) pour 
a^ = a\, ..., «r = Œr et, puisqu'elle est holomorphe, on pourra 
déterminer un nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de 
dp «3, ..., «r telles que 



pour les valeurs de a;,, x^, ..,, œ„ suffisamment voisines de x^, 
...,x^, a étant un nombre donné à l'avance: c'est ce que nous 
exprimons en disant que l'intégrale W est infiniment voisine de «S. 
Cette propriété appartient à toutes les intégrales non singulières; 
donc, si une intégrale est telle qu'il n'existe pas d'intégrale infini- 
ment voisine d'elle, cette intégrale sera nécessairement singulière. 

16. Dans certaines questions sur les équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, en particulier dans les mélhodes de 
Jacobi, il y a souvent avantage à œ que ces équations ne contiennent 
pas explicitement la fonction inconnue, mais seulement ses dérivées. 
Voici l'artifice qu'on emploie pour la faire disparaître. 

Soit l'équation du premier ordre 

(22) F(5C„ iCj, ..., x^, z,pj, .,., ^„) = 0; 

trouver une intégrale de cette équation, cela revient à trouver une 
fonction \ {z,x,, ..., a;„) telle que la fonction z définie parla relation 

(23) Y(z,x„œ,,...,x„) = 



3 à l'équation (22). Les dérivées partielles de : seront alors 
données par les formules 

+ j,^ = 0, (. = 1,2, ,.„»), 
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c'est-à-(iire 



La fonction V des (n -h 1) v 
à î'éqiiation 



âz 

Soit V une intégrale de l'équation (24); on voit que l'équation V ^ 
donnera une intégrale de l'équation (22); mais rien ne prouve que 
ce procédé nous donnera totiteû les intégrales de l'équation (22), car 
il n'est pas nécessaire que la fonction V satisfasse identiquement à 
l'équation (24), il suffit qu'elle vérifie cette équation pour toutes les 
valeurs de z, ce,, x,, ..., x^ liées -par la relation (23). Nous allons 
montrer, effectivement, que ce procédé nous donne toutes les inté- 
grales non singulières de (22), mais il ne nous donne pas en général 
les intégrales singulières. En vertu du théorème démontré dans 
le g 15, toute intégrale non singulière appartient à une famille d'inté- 
grales de l'équation (22) qui peut dépendre d'autant de paramètres 
arbitraires qu'on voudra, en particulier à une famille dépendant 
d'un seul paramètre a. Soit 

V (z, Xj, ajj, ..., a;„) ;=: a 
cette famille. L'équation (24) devra être vérifiée quel que soit le 
paramétrera, en tenant compte de la relation précédente et, comme 
cette équation (24) ne contient pas a, il est cîair qu'elle devra être 
vérifiée identiquement. 

D'un autre côté, si V est une intégrale de l'équation (24), il en 
sera de même de V -^ G, où G est une constante quelconque, de 
sorte que toute intégrale de l'équation (22) obtenue de cette façon 
sera nécessairement comprise dans une intégrale dépendant d'un 
paramétre arljilraifc, 

V + G ^ 0. 
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CHAPITRE II 



Équations linéaires. Systèmes complets. 

17 Dan 1 ttude de^ équation? auï dérivées partieilea, on a surtout 
en vue de lamenei Icui intégration à l'intégration d'un système 
d'équations différentielle'* oïdmaiies. Le problème, ainsi posé, est 
complètement résolu pour les équations do premier ordre dont nous 
allons nous oc uper !Nous commencerons par les équations linéaires, 
■ dont la Iheoiie e&t plus simple Cette théorie est due, dans ses traits 
essentiels a Lig^an^e (*), elle a été complétée par Caiichy (^) et par 
Jacobi (^) 

Considérons d'abord l'équation linéaire et homogène suivante 

^ ' ' ^x^ ' âx, dx„ 

entre la fonction inconnue / et les n variables x^, x^, ..,, x^. Les 
quantités X,, Xj, ..., X„ sont des fonctions des seules variables 
a;,, aîj, ..., a;,. L'intég;ration de l'équation (1) ou l'intégralion du 
système d'équations différentielles suivant : 

'dx^ dx^ _^ ^_ dx„ 

sont deux problèmes équivalents. 
Soit, en effet, 



{') riiéonedru foiicliiii 
(!) Comples resiliis. t. : 

(3| Joui-iiei (h C.n-lk, l 
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une intégrale première du système (2); je dis que F est une intégrale 
de l'équatioo (1). La différentiation de l'équation F :^ C nous doniift 

-r— dx, + -r— "^î + ■■■ -i- -; — t'a;» — 0, 
âxi ax^ àx,, 

Gt, en remplaçant rfx',, ..., dx„ par les quantités proportionnelles 
X|, ..,, X^ tirées des équations (2), on arrive à la relation 

t'a:;, ax„ 

qui doit être vérifiée quand on y remplace x„ x^, ..., a;„ par un 
système quelconque d'intégrales des équations (2). Mais puisqu'on 
peut choisir arbitrairement les valeurs initiales de toutes les variaLies, 
l'équation précédente doit être vérifiée identiqxiement et F est une 
intégrale de l'équation (1). 

Réciproquement, soit <f une intégrale de l'équation (1), © =: C est 
une intégrale du système (2). En eiFel, on a identiquement 

X,p-+X,^ + ...+X.p.=0; 
dXf dx^ dx^ 

on aura donc, pour un système quelconque d'iutéfrralcs des équa- 
tions (2), 

~ dx, 4- -,— dx, + ... -t- -— dx„ =^ 0, 
d», àx^ àx„ 

c'est-à-dire 

dç — 0. 

Donc, pour toutes ces intégrales, on a 

ç (a:,, x^, ..., x„) ^^ constante, 

c'est-à-dire que !j ^: C est une intégrale du système (2). 

D'autre part, soient f,, f^, ..., /^ k intégrales de l'équation (1); 
n {f„ /a, ..., fi) sera aussi une intégrale de cette môme équation, 
Q désignant une fonction absolument arbitraire. En effet, on a 



'âic. 



(i = l, 
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Ceci nous montre que si f„ f^, ..., f„-i soni (n — d) intégrales 
distinctes de l'équation (1), on aura une intégrale 

F = nœ,f„..,,A_,), 

dépendant d'une fonction arbitraire de n — 1 variables, et qui a, par 
conséquent, le même degré de généralité que l'intégrale générale de 
l'équation (1). Il est d'ailleurs aisé de montrer directement que l'on 
obtient ainsi toutes les intégrales de cette équation. En effet, soit F 
une intégrale quelconque de l'équation (1), on aura 



.. àF ^ dF 
âx, ax^ 


-^"S 


On a d'ailleurs les {n — 1) relations 




àx^ Ox^ 


■•-■S 


(i-1,2, .... 


,"-!): 



puisque les quantités X,, Xj, ,.., X„ ne sont pas toutes nuUos, eoci 
prouve que le déterminant fonctionne! de F, f^, ..., f^_i par rapport 
à x^, x^, .,., ce, est nul : 

n (F,/'„f,..,.,f._.) ^^^ 

I) («1, Xj, ,.,, a;„) 

Il existe donc une relation identique entre les n fonctions F, f^, f^, 
...,A-i 

qui contient évidemment F puisque les fonctions /,, f^, ..., f„_i sont 
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distinctes. On en conclut que F est une cerlaine fonction (I (f,, f^, 
..., f,i-^)■ Donc, pour trouver toutes les intégrales de l'équation (1), 
il suffit de trouver l'intégrale générale du système (2) 

f, = C^, f, = C„ ..., /;_: = C.^i, 

et l'intégrale générale de (1) sera donnée par la formule 

t = alf,.f„...,f.^,), 

OÙ U désigne une fonction arbitraire. 

Remarque. — Ce qui précède nous montre aussi que tout progrès 
fait dans î'inté^ration de l'équation (1) ou du sy.stÈme (2) enlraine un 
progrès correspondant dans l'autre problème, car si Z',, f,, ..., f^. 
sont k intégrales de (i), f, ^^ C„ . . . , /j, ^z: C^, sont k intégrales de (2) 
et réciproquement. 

18. Considérons maintenant des équations linéaires ritiel conques, 

(3) P, ^ H- P, -^ H- ... + P„ .^- - R = 

une équation linéaire dja premier ordre entre la fonction z et les 
n variables x^, x^, ..., x„, où R, Pj, Pj, ..., P„ désignent des 
fonctions de z, x„ x„ ...,«„. Faisons disparaître la fonction inconnue 
par le procédé indiqué au § i6. Pour cela, cherchons les fonctions V 
telle que la fonction z définie par la relation 

(4) Yfex„x„...,i.) = 

soit une intégrale de l'équation (3). On trouve, pour déterminer V, 
la relation 



D'après ce que nous avons vu au § 17, si on considère le système 
d'équations différentielles 
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;: C„ U, = C„ 



. = c;,. 



<Si étant i 
relation 



est l'intégrale giinérale de ce syslùme, l'intégrale générale de l'équa- 
tion (5) sera 

: fonction absolument arbitraire. Par suite (g 16) la 

*(wi,itj, ...,«„) — 

donnera touies les intégrales non singulières de l'équation (3). 

Nous allons donner de ce théorÈme une démonstration plus directe. 
Tout revient à montrer que, si dans n intégrales distinctes de l'équa- 
tion (5) u^, M„ ..., w, on remplace z par une intégrale de l'équa- 
tion (3), ces fonctions u^, u^, ..., m„ deviendront certaines fonctions 
de x^, Xj, ..., a;„, liées entre elles par urie relation identique. Imagi- 
nons que cette substitution ait été faite, et calculons le déterminant 
fonctionnel 4 de M,, w,, ..., «„ par rapport à x„ x^, ..., a;„, en y 
considérant z comme une fonction de x^, ..., x^. On aura : 



(îït, du^ 



dx„ • dz '^^ 

du, du, 
— - H V, 



ce qui donne, en développant, 

D (a;,, a^„ ..., x„) ,^,^' D {x^, ..., x,^,, z, xi^,, ..., x„) 

Mais, î!,, Mj, ,.., M„ étant n intégrales de l'équation (5), on a les 
n identités 

(i = 1,2, .,.,»), 
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et, en résolvant œs n identités par rapport à P,, P^, ..., P„, R 
lire 

R — P.. 



U(it„ M„ ■■■,»,) D (m„ h„ 



M, 



D(a;„ a;,, ..., x„) JJ (lb, 

(i = l, 2, .,., n), 

en désignant par M la valeur commune de ces rapports. Il en l'ésulle 
que l'on a 

M ( ^^ '^' ' j 

Si z satisfait à l'équation (3), on voit que i sera nul, à moins que M 
ne soif nul aussi. Donc, toutes les intégrales z qui n'annulent pas M 
sont telles que, si on les substitue dans u^, m„ ..., m„, les fonctions 
ainsi oLtenues sont liées par une relation. Toutes ces intégrales sont 
donc fournies par la relation 

^(wj, u^, ..., it„) ^0. 
Examinons maintenant si M peut être nul. Soit 
V(ï, a3,,Xj, ..., a;„) = 

une relation déflnissant une intégrale de l'équation (3), et soit 
x\, x", ..., xl, z" un système de valeurs satisfaisant à cette relation 
et telles que tous les coefficients P,, ..., P„, R soient holomoqihes 
sans être tous nuls; supposons, par exemple, que (P,)^ soit différent 
de zéro. On aura toujours, comme nous l'avons vu, 

Nous pourrons alors, pour les valeurs de z, x^, x^, ..., a;„ situées 
dans le voisinage de z°, scj, ..., x°, résoudre l'équation (5) par 



" <)ï, - p; 

et le théorème de Cauchy nous apprend que cette équation (5)' admet 
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une infinité d'intégrales holomorphes dans le domaine du point 
x% ,.., x^, z". On peut toujours supposer que l'on a pris pour 
M,, ..., îi, des intégrales satisfaisant à cette condition; le déterminant 

D(u., »„■■.,»„) 
D{z,x^, ...,x„) 

restera fini et, comme par hypothèse P, est dilïérent de 0, on en 
conclut que M ne peut être nul. Le raisonnement ne serait en défaut 
que dans les deux cas suivants : 

1" S'il existait une intégrale telle que, pour tout système de valeurs 
s", x",, ..., a;,î vitrifiant la relation 

\'iz,X„ ...,X,)t=:0, 

on ait 

P, = ... =:P„ = R = 0. 

Dans ce cas, les coefficients P;, R seraient divisibles par un ricteiir 
commun, et il est clair qu'en égalant ce facteur à zéro, on aiirait une 
intégrale de l'équation (3). 
2° Il en serait encore de même si l'intégrale définie par la relation 

V (z, x^, ccj, ..., a:„) r^ 

était telle que, pour toutes les valeurs de z, a;,, ,.., x„ salisfuisant à 
celte relation, un certain nombre dos coefficients Pj, P^, ..,, P„, R 
cessent d'être holomorphes. Ce cas peut effectivement se présenter; 
prenons, par exemple, l'équation 

(A) p{X^-hZ^ — i)-hq {xij+ Vl — Z" Vx°- + y'-f-z=_l) =0. 

L'équation on ¥ est : 



(B) (^^ + z''-\)— + [xij-\-Vi-z-^Vx^+>f- 
el elle admet pour intégrale générale 

V ,7. /' ^ y + V\ — z^ Vx^ + y' + 

V = <P 1 z, - — — = , . 

\ x' + z^ — \ 

D'un autre cùté, l'équation (A) admet l'intégrale 



y Google 



yC LEÇONS SUR l.f.S KQUATIONS AUX DÉRIVÉKS 

qui n'est pas fournie par la relation V = Oj quelle que soit la 
fonction 0. Nous voyons bien que, au voisinage de toutes les valeurs 
de a;„, y^, z^ qui satisfont à la relation 



les coefficients de l'équaiion (A.) ne sont pas réguliers. 

19. Pour compléter ce que nous venons de dire sur les équations 
linéaires, nous allons montrer comment on pourra déterminer la 
fonction arbitraire ^ de façon que l'intégrale satisfasse à certaines 
conditions données à l'avance, 

On peut, eu générai, trouver une intégrale 

$K,«„...,w„)^0, 

telle que la relation précédente soit vérifiée identiquement quand on 
établit entre les variables %, Xj, ..., cc„ deux relations quelconques 

f{z, x„ X3, ..., a:„) —0, ç (z, x^, ..., x„) = 0. 

En effet, ces relations permettent d'exprimer les quantités î, x,, x^, 
..., x^ en fonction de (n — 1) variable,? arbitraires (,, t^, ..,, („_, par 
des formules de la forme 

( X;ir:â;((„ (j, ..., t„_i), {i = i,% ...,n). 

Trouver une intégrale z satisfaisant à la condition énoncée, cel.'t 
revient alors à trouver une fonction <I> telle que, si 11J, u'^, ..., u'„ 
désignent les fonctions de t„ t^, ..., t„_i que l'on déduit do u,, w^, 
..., u„ en y remplaçant s, x,, x^, .,., œ„ par 0, 0,, Qj, ..., 0„, on ait 
identiquement 

«(»;,..;,...,«,;) = 0. 

Or, si on élimine t„ t^, ,,., t,i-i entre les n relations 

»; — 14,(0, G„ ..., 0„), 
m; = «3(9,6,, ...,')„), 
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on oJjlieiidra, en général, une seule relation 
el, par suite, l'équation 

n (»„«.,-,«.) = 

donnera l'intégrale cherchée. 

Nous voyons que cette méthode nous permettra, en particulier, de 
trouver l'intégrale de Caiichy qui, pour 

ir, ^= x^ se réduit à ; =; ç (x^, ..., x^). 

Nous pouvons, d'ailleurs, vérifier a posteriori que l'intégrale ainsi 
obtenue est holcimorphe. En effet, si Pj est différent de et si 
Pj, Pj, ..., P«, R sont holomorphes, on pourra, dans le voisinage 
d'un point 3;J, ..., a;;, z", mettre l'intégrale générale du système 



-(^i- 



a = x„ + (a;,-OA. + ... 
C,= s + {x, — x',) B + ..., 

et, par suite, on voit que la relation 

0=Z'h (x, — a:;)B-h ... 
~-<}[x, + {x^—x1)A^+...,x,-i-{x,—x1)\^+..., ...,a;„+(^i— *-°)A„4- 

fournira une intégrale satisfaisant à la condition donnée et holomorphe 
au voisinage du point x"„ cCj, ..., x^. 

20. On peut donner de la méthode qid a été suivie une interpré- 
tation géométrique dans le cas de trois variables. Considérons une 
équation linéaire à deux variables indépendantes ce et ^ 

(6) Pp + Qq = R, 



yGoosle 



LEÇOMS SUE J,ES EQUATlOi^S AUX DERIVEES PAETIKLLKS. 

a droite D dont les équalîons sont 



m 

A chaque point x, y, s de l'espace correspond ainsi une droite D. 
Soit s = ç (ce, y) une surface intégrale; le plan tangent au point 
X, y, z de cette surface a pour oqiiation 

Z-z = p(X-a.) + çi(Y-s), 

et on voit que l'équation (6) exprime que ce plan contient la droite D. 
Donc, si on considère toutes les surfaces intégrales qui passent 
par un point donné de l'espace, les plans tangents en ce point à 
ces surfaces passent Ions par la droite D relative à ce point. 

Nous appellerons courbe earactéi-islique une courbe telle qu'en 
chacun de ses points elle soit tangente à la droite D relative à ce 
point. Il résulte de cette définition que les courbes caractéristiques 
vérifient le système d'équations différentielles 

m ^ „ ^ „ £^ 

^ ' P ~ Q ~ R 

Une courbe de cette espèce est en général complélement déterminée 
quand on se donne un de ses points, c'est-à-dire les valeurs initiales 
de X, y, z. Ces courbes forment donc une congruence. Soient 

(8) u (x, y, £j = a, « (a,, y,z) = h 

les équations de cette congruence, où a et b désignent des paramètres 
arbitraires, équations qui s'obtiendraient par l'intégration du sys- 
tème (7). Toute surface engendrée par les courbes de la congruence, 
associées suivant une loi tout à fait arbitraire, est une intégrale de 
l'équation (3). C'est évident, car par tout point d'une telle surface 
passe une courbe caractéristique C située sur la surface et, par suite, 
le plan tangent en ce point contient la tangente à G, c'est-à-dire la 
droite D relative à ce point. Réciproquement, si S est une surface 
intégrale, il existe une inflnité de courbes caractéristiques situées 
sur S, car le plan tangent en un point quelconque M contient la 
droite D correspondante; par suite, en chaque point de S, la droite D 
correspondante à ce point est tangente à la surface, et on pourra 
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trouver une inûiiité de courbes tracées sur la surface et tangentes en 
chacun de leurs points à la droite D con espondante Ceci nous 
montre géométriquement que toute'; les suifdcp^ infegiales s obtipn 
dront en liant les paramètres a et ii pai une rehiion absolument 
arbitraire ç {a, h) ^= 0, c'est a ine qup f(u î) =^ donne toutes 
les surfaces intégrales de l'équatun i'i) Il y auiaïf cependint une 
exception si la surface considérée satisfii ait au\ tiois équation'; 
P ^ 0, Q — 0, R = 0, car, dans ce cas, i tout point x, y, z qui 
annule P, Q, R, il ne correspond plus, en leilité de dioite D, (^tte 
droite est indéterminée. 

Ainsi nous venons de voir que toutes les surfaces intégrales d'une 
équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre sont les 
surfaces d'une certaine congraence de courbes. Réciproquement, 
étant donnée une eongruence quelconque, toutes les surfaces de 
cette congraence satisfont à une certaine équation linéaire du premier 
ordre. En effet, soient 

u {x, y, z)==a, V (x, y,z) = h 

les équations de la congraence. Une surface quelconque de la con- 
gruencG aura une équation de la forme 

(A) =.(",») = 0, 

OÙ ç désigne une fonction absolument arbitraire. Je dis que a, cousi- 
dérée comme une fonction de x et de y, définie par l'équation (A), 
satisfait à une équation linéaire du premier ordre; on aura, en effet, 
pour cette fonction z, 

rio (du du \ ào jdv dv \ ^ 
d? /du du \ df /dv àv \ ^ 

À[dy-^rzV^ài[d^^rzV='^' 

c(iii:lî]g on no peut pas avoir simulLancnienl —^ z;; 0, -— ^ = 0, sans 
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que f soit imlépendant de u et de v, il faut nécessaire! ne lit que le 
déterminant suivant soit nul : 



du du dv_ 

Oy ^ f)-. ''' ày ' 



ce qui s'écrit : 






Exemples. — i" Toutes les droites parallèles à une droite donnée 
forment une cong;ruence dont les équations sont 



a, h, c étant les paramètres directeurs de la droite donnée. On en 
conclut que tous les cylindres dont les génératrices sont parallèles 
à la droite 



satisfont à l'équatioi 



Do même, toutes les droites qui passent par un point fixe a;,,, y„, j 
forment une coiigruence dont les équations sont 



D'où i! résulte que tous les cônes ayant pour sommet le point x„, y^, t, 
satisfont à l'équation 

2" Toutes les surfaces qui coupent oithogonalement la famille de 
surfaces 
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OÙ a désigne un paramètre variable, salisfont à l'équation du premier 
ordre 

dx dy àz 

Les (laraciéri s tiques de cette éqnalion sont données par les équations 
différentielles 

dx dy _ dz 

dx dy Oz 

Ce sont dont les trajectoires orthogonales de la f'aniille du surface.^ 
f :=.a; résultat évident a priori. 

3" Cherchons les relations que doivent vérifier P, Q, R pour que 
les caractéristiques soient des droites. Soit 

Vp + Qq=\\ 

une équation satisfaisant à ceito conditiou. Posons, pour abréger, 

P Q R 



KP' + Q'-hR' |/P-4-QM-R^ t/p=4-Q=+R' 

de telle fapon qu'on ait 

«s H- j;' + ly' = 1. 
L'équation cherchée prendra la forme 

up -i- vq = w. 

Soit, a!ors, m un point de coordonnées x, y, s et D la droite corres- 
pondante dont les cosinus directeurs seront évidemment u, v, w. 
Pour que les caractéristiques soient des droites, il faut qu'en un 
point voisin m' pris sur la caractéristique, u, v, w soient les mêmes; 
il faut donc que l'on ait 



pour les systèr 



du 


= 0, dv = 0, 


dw = 0, 






de 


valeurs de x, y, : 
dx_dy_ 


; satisfaisant 
dz 


aux 


rclali 
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La condition du^^O s'écrit 

du au. Ou, 

-^— cix -t- -:— dii -I- ■— dz ^=0. 

dx dij ■' dz ' 



dx ày 

En tenant compte de la relation 

fjiii donne 

au dv à^ ■ ^ 

ôx ôx ôx 

on peut encore écrire cette condition 

\f)y âx) \dx ôz) 

Les conditions dv =^ 0, dii) ^^ fournissent deux relations ana- 
logues à la précédente et finalement on arrive à deux équations 
distinctes seulement : 






,g, àz ày_ dx dz ^drj ôx _ 

Si ces relations sont vérifiées quels que soient x, y, e, on obtiendra 
immédiatement les caractéristiques en prenant les droites D issues 
de tous les points d'une surface, par exemple d'un des plans de 
coordonnées (}). 

4" On satisfait aux équations (9) en prenant pour u, v, w les 
dérivées partielles d'une fonction ft qui devra vérifier la relation 



{>) Si les relations 19) i)05e l'édutsoiit pus îi des iileiittlés, elles dfflnlsseut une courbe ou 
une surface, qui est le lieu des (joinls où lus caractéristiques ont uq conUicE du second ordre 
avec la Isagento. On peut se propciser de niSme de trouver les conditions que doivent vérlâer 
P. Q. B pour quelcscsL'nctérlsliquBSseieat des cercles, ou des coniques, ou simplement des 
courbes planes. Dans ce dernier cas. on voi t aisâment que l'on obtient pur dfs calculs algé- 
briques l'intégrale gSnéraledesêquallons (7), saut danauneasparlleulierot on aura seule- 
ment une Intégrale première. 
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I! en résiille qiio les earacléristiqiics de l'éqnation 



seront des droites. Si nous nousreportonsauxconelusions du deuxième 
exemple, nous voyons que ces caractéristiques sont les trajectoires 
orthogonales de la famille de surfaces 

6 {x, y, s) ^^ a, 

et puisque les caractéristiques sont des droites, on en conclut que la 
famille 6 =:; a est une famille de surfaces parallèles. 

21. On rencontre souvent dans des problèmes de géométrie des 
équations du premier ordre qui se décomposent en plusieurs équa- 
tions linéaires. Ainsi, par exemple, cherchons l'équation aux dérivées 
partielles des surfaces qui coupent orthogonal ement la famille de 
surfaces 



(A) 




fip.y 


,z,a) 


= 0, 


dont l'équation contient le parar 


nètre t 


oLilra 


avoir cette 


équatior 


1, il faiidi'a 


éliminer a 


l'équalion 










(B) 






4^ 


dz 


Soit 











ï {^^, y^ ^. V, g) = 

l'équation ainsi obtenue; je dis que 9 est le produit de m facteurs 
linéaires par rapport kp &iq. En effet, en un point quelconque de 
l'espace a;„, y^, z„, passent in surfaces de la famille (A) correspon- 
dant aux valeurs du paramètre a racines de l'équation 

f{x„y„z„a) = 0. 

Soient ON,, ONj, ..., 0N„, les normales à ces m surfaces au 
point (a;„, y^, z^, w^ iij, «j^; u^, j'j, m;,; ,..; w„, ti„„ tu^, leurs 
cosinus directeurs. Toute surface orthogonale à une des sui'faces de 
la famille, en 0, devra être tangente à l'une des droites ON,, ON,, 
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..., ON,,, et par suite satisfaire à l'une des équations 

UiP ^- v^q — w)^ ^^ 0, (i 1= i, 2, ..., m). 

On en conclut que ip est égal au proi^uiL 

P = (u^p -i-v^q- m^) ... (u^p + ii„.5 - !(•„,), 

abstraction faite d'un facteur indépendant de p et de q. 

De telles équations font correspondre, à chaque poiot de l'espace, 
m droites D,, D,, ..., D„, et elles expriraeat que ie plan laugent à ia 
surface intégrale contient une de ces m droites. Nous pourrons alors 
généraliser ce que nous avons dit au g 20 et désigner sous le nom 
de courbe caractéristique une courbe telle qu'en chacun de ses 
points elle soit tangente à l'une des m droites correspondantes. Les 
considérations employées plus haut nous montrent encore que toute 
surface intégrale est un lieu de caractéristiques. H est à remarquer 
que, pour former les équations différentielles de ces courbes, il n'est 
pas nécessaire de savoir effectuer la décomposition de ç {x, y, z, p, q). 
En effet, soit Pp -h Qq — R un facteur linéaire de y. En exprimant ■ 
que f (x, y, z, p, q) est divisible par Pp -h Qq — R, on aura des 
équations de condition homogènes en P, Q et R, qui, pour chaque 

P Q 

point (ce, y, z), fourniront m systèmes de valeurs pour :^ et p- En 

remplaçant dans ces équations P, Q, R par les quantités proportion- 
nelles dx, dy, dz, on aui'a les équations différentielles des caracté" 
ristiques. 

22, La détermination des intégrales qui satisfont à des conditions 
doni:ées se trouve ainsi ramenée à un problème de géométrie. Ainsi, 
poui' avoir la surface intégrale qui passe par une courbe donnée, il 
suffira de prendre les caractéristiques qui passent par les divers 
points de cette courbe. Il y aura indétermination si la courbe donnée 
est elle-même une caractéristique, et dans ce cas seulement. De 
même, on obtiendra une surface intégrale tangente à une surface, en 
prenant toutes les caractéristiques tangentes à cette surface. 

23. Nous pouvons, en employant un langage géométrique coii- 
ventiomiel', étendre ces considérations à une équation linéaire à 
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n variables. Nous dirons qu'un système de valeurs œj, x^, ..., x^, des 
variables a;,, x^, ..., a;„ sont les coordonnées d'un pomf dans l'espace 
à n dimensions. Nous désignerons sous le nom de courbe rensem])le 
des points dont les coordonnées sont des fonctions d'une seule 
variable, et nous appellerons surface l'ensemble des points dont les 
coordonnées satisfont à une seule relation 

;0. 







T{x„x„.. 


., «,) '■ 


Consid. 


irons alors 


l'équation 






'■'£; 




■ +p. 


011 P„ 


..., P,„ R «ont fonctions de 





V(s, x„iCj, ...,œ„) = 

une relation déruiissant une intégrale. Nous appellerons surface 
intégrale la surface définie par cette relation. Nous avons vu que, si 
on considère le système d'équations différentielles suivant 

dx, âx„ dz 



M, = G., ' u^ = C„ ..., M„ = C, (G) 

est l'intégrale générale de ce système, l'intégrale générale de l'équa- 
tion proposée sera définie par la relation 

<!> (m,, u^, ..., uj ■— 0, 

où * désigne une fonction arbitraire. 

Les équations (G) définissent une coui'be dans l'espace à )i + 1 
dimensions; c'est cetle courbe que nous appellerons courbe caracté- 
ristique, et on voit que la surface intégrale la plus générale s'obtient 
en associant suivant une loi arbitraire les courbes caractéristiques. On 
verra d'ailleurs aisément que, réciproque ment, si on considère dans 
l'espace à n + 1 dimensions une famille de courbes dépendant de 
n paramètres arbitraires, les surfaces obtenues en associant suivant 
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une loi quelconque les courbes de celte famille satisfont à une même 
équation linéaire du premier ordre. 

24, Systèmes complets. — Considérons un système de q équa- 
tions linéaires et homogènes 



(W) < 


1 -.(«-«' .^.-^1^- 






l',;m::,i:. 


'■:k^^o. 



à n variables indépendantes x^, x^, ..., x„, dans lesquelles les quan- 
tités aj, sont des fonctions de x^, x^, ..., œ,. Noos désii,mons par le 
symbole Xj ( ) l'opération 

.à . d à 

Remarquons, de suite, que ce symbole X ( ) jouit do propriétés 
analogues à celles du symbole de la dérivation. Ainsi, il est facile de 
vérifier que si u, v, to désignent des fonctions de Xj, x^, ..., x^, 
on a 

X(,, + « + ») = X(»)+X(.) + X(«.), 
X(u») = tiX(») + i.X(u), 

et, plus généralement, 

x(F(»,.,«.))=^X(..) + gx(.) + iîx(»). 

Nous dirons que les q équations (10) sont indépendantes s'il 
n'existe aucune relation identique de ia forme 

(ai) >..x. if) + x,x, if) + ... + x,x, (f) = 0, 

où >,i, Xj, ..., \ désignent des fonctions de x„ x^, ..., x^, non toutes 
nulles. On voit, d'après cela, qu'un système de la forme (10) ne peut 
contenir plus de ii équations indépendantes. 
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1" Supposons q ^ 11. Si parmi les q équations il y en a n indé- 
pendantes, le système n'aura évidi^ment que la solution unique 



àf _ df _ _ àf _ 



;0, 



/■(x,, x^, ..., œ„) ^: constante. 

Si !e système proposé contient moins de n équations indépen- 
dantes, on pourra le remplacer par un système de n' équations 
(«' -^ n), équivalent au premier et composé d'équations indépen 
dantes. 

2° Supposons g -< Il et supposons, de plus, ce qu'on peut toujours 
faire, les équations indépendantes. Nous allons montrer qu'on peut 
former de nouvelles équations linéaires qui devront être satisfaites 
par toutes les solutions des équations (10). En effet, soit f une inté- 
grale des équations (10), on aura 

x,(f) = o, x.m = o, 

et par suite 

X,[X.(n] = X,[0] = 0, 
XiP,(/')] = X.[0]=0, 

f satisfait donc à l'équation 

(12) X,[X.(f)]-X.[X,0')] = O. 

Celte équation (12) est encore linéaire et du premier ordre. En 
effet, il est facile de vériiîer que toutes les dérivées du second ordre 
de /'disparaissent dans le premier membre. 

Le coefficient de -; — r est 
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D'ailleurs, le coeffleient de --— est 
. dal . dalj, ^ dal 

da'i, dal 



L'ét^uation (12) peut donc s'écrire sans la forme 

(12)' X, [X. (fi] - X. [X, (f)] = 2 I X, (ai) - X, («il i IJ; = »■ 

Imaginons que Ton ait formé toiife^ le', equiîiont, telles que 
l'équation (12), que l'on obtient en coinhniant deux queluon jnea des 
équations flO); ces équations admettront toute'= les integriles du 
système (10). Désignons par 

X,^, (f) = 0, X,^, (/) == 0, ..., X,^, (/) = 0, 

toutes celles de ces nouvelles équations qui sont indépendantes entre 
elles et qui forment avec les équations (10) un système 

(43)X.(n^0, ..., \,{f)=Q, X,+,(r)^0, ..., X,^,(n = 0, 

d'équations indépendantes. Si g + s = n, le système (13) et, par 
suite, le système (10) n'admettra que la solution banale f = C. Si 
g + s -=; }i, on pourra recommencer sur le système (13) les opéra- 
tions faites sur le système (10), et ainsi de suite. En continuant de 
la sorte, on arrivera finalement, soit à un système de n équations 
indépendantes, et alors ie système (10) n'admet que la solution f = C ; 
soit à un système de r équations indépendantes, où )■ <: n, et tel que 
toutes les combinaisons 

X. [X, if)] ~ X, [X, if)} 

soient des fonctions linéaires de X, (f), Xj {f), ..., X^ {f). Dans Je 
second cas, nous sei-ons arrivés à un système tel que l'application de 
la méthode précédente ne donne aucune équation nouvelle. Un tel 
système a été appelé par Clebsch système complet. 
Nous voyons, en résumé, que la recherche des iutégrales d'un 
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système de la forme (10) s 
d'un système complet. 



HES. SÏSTÈilES COMPLETS. 49 

la recherche des intégrales 



25. La théorie des systèmes complets repose sur les projiriétés 
iuivantes. 1" Soit, 



(") 



x,(0=o, x,ff) = o, 



un système complet. Si on fait un chang'ement de 
des relations 



irinbks dérmi par 



w 



, Vi, 



(i = 1,2, .,,,.), 



résolubles par rapport aus nouvelles variables y,, y^, ..., y„, le 
système (14) sera l'emplacé par un nouveau système qui sera aussi 
complet. Eu effet, on pourra considérer invei^semeiit y,, y^, ..., y, 
comme des fooctions de x,, x^, ..., x„ : 

Remplaçons dans f, x„ x^, ..., x„ eu fonction de y,, y^, ..., ?/,, 



àUi àxi 






El, 



puis, portons dans X (f) ces expression.? des quantités -— et suhsti 

tuons k x„ a;,, ..., x„ les variables y„ y^, ..., y„. On aura ui 
résultat de la forme 



où bi, bg, ..., h^ désignent des fonctions de y,, y^, ..,, y„, c'est-à- 
dire que l'on aura identiquement 

X (n = ï m, 

en vertu de la substitution (A), /'désignant dans le premier membre 
une fonction de a:j, x^, ..., x„ et dans le second membre la même 
fonction exprimée au moyen de y^, yj, ■.■îy„- Le changement de 
variables (A) substituera donc au système (14) le systè:ne 



(15) 



V, (0 = 0, Y, (0 = 0, 



Y,, if) = 0, 
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qui sera, évidemment, composé d'équations indépendantes. Je dis 
que le système (-15) est un système complet. En effet, oq a identi- 
quement 

x,(f)=T.(n, X, (0 = T. (n, 

quel que soit f. Donc on a aussi 

X.[X.(O] = Y,[X.(fl] = Y,[Y,(0], 
X.. [X, (fil = Y. [X. (OJ = Y, [Y, (f)], 
et, par suite, 

X, p. (/•)] - X.: [X, (/-)] = Y, [Y, (/-)] - Y, [Y. (ni, 

en vertu de la substitution (A). D'ailleurs, puisque, par hypotlicsL», le 
système (14) est complet, on a identiquement 

X, [X. (ffl - X. [X, (f)] = i,x, (n + .- + VX, (/■)■ 

On en conclut, en faisant le changement de variables (A), que l'on a 
aussi 

Y, [Y. (f)] - Y. [Y, (01 = ;,;y, (f) + ... + «Y, (f), 

en désignant par XJ, Xî, ..., X^ ce que deviennent >.,, X^, ..., X^, 
quand on y remplace a;,, a^^, ..., a;„ en fonction de y„ y^, ..., y„. Le 
système (15) est donc aussi complet. 

2" Si on remplace le système (14) par un système équivalent, le 
nouveau système sera un système complet. Nous appellerons système 
équivalent au système (14) un système 

(16) Zi(f)-0, Z,(f)=-0, ..., Z,.(f)^0, 

tel que l'on ait identiquement 

z. m = A'x, (0 + A'x, OT + ... + a;x, (/■), 

les quantités Aj étant des fonctions de a;,, ..., a;,, telles que le déter- 
minant 

D =:: S ± a; A^ ... a;: 

soit différent de 0. Il est clair qu'inversemeat Z, (f), ..., Z^ (/) 
s'exprimeront linéairement au moyen do X^ (/"), .,., X^ (/'). La 
différence 

z.(z.«)-Zi(z.(r)), 
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sera égale à une somme de termes de la forme 

AfX^ [AiX, (/}] ~ AU, [A';X, if)] = A?X, (M) X, (f) 

- AU. (Aî) X, 00 -t- A^Ai ! X, (X, {f)) - X, (X, {/■)) \. 

Cette différence sera donc une fonction linéaire des quantités X, (f), 
..., X, 00 puisque toutes les différences X, [X, (f)] — X, [X, (/)] 
sont, par hypothèse, des fonctions linéaires de X,{/),X2(/'), ...,X,.{f), 
et, par suite, una fonction linùaire de Z, (f), Zj (f), ..., 7.,. (f). 

26. Systèmes Jacobiens. — Considérons un système complet 
de m équations linéaires ix m + n inconnues. D'après ce que nous 
venons de dire, nous pourrons toiyours le remplacer par le sysième 
complet équivalent, obtenu en résolvant ces équations par rapport 









■ àx, 


dx. 


àx.,. 


^^ 


B^u 


■ 




ijijuia 


supposer qu'oi 


1 ait mis 


un sysième complet s 


OUS 


la forme 






i X, 

i 


(0= 




'•.^, 


+ bl 




+ 


... + w 


if 

ix.^.. 


= 0, 


(17) 




(f)= 


^^.- 


^''^. 


+ !>; 




■ + 


... + M 


àf 

àx,^. 


= 0, 




.(f)= 


^^ 


'^Z 


+ *; 


if 


+ 


... + V;. 


. if 
• ix.t. 


= 0. 



Nous appellerons, dorénavant, sysième jratoiiiCH tout système complet 
de la forme (17). 
Dans tout système jacoMen, on a identiquement : 

x,[x.(n]-x.p.(ra = i'. 

En effet, puisque le système est complet, on a 

X, [X. (/)-] - X. [X, (/)] = 1,X, Ij) + ... + X.X. if). 

'f' 

soient i et fc, le premier membre ne contient aucun terme en 
— L. — L .... — L- niidmf lînni'jivfiH' ". . =;0, et, eu général, on devra 
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1 

membre est X/,. Donc, 

On en conclut, en se reportant aux égalités (12)' , que les coeffici 
satisfont aux relations 



(18) X; (bf) - Xt (bi) = 0, 



Ç(i, ft = i, 2, ...,m), 
i (11=2 1,% ...,n). 



27, Théorème. — Tout système complet de m équations à 
m + n variables indépendantes admet n intégrales distinctes. 

Puisque tout système complet se ramène à un système jacobJen, il 
nous suffit d'établir la proposition pour un système jacobien. Consi- 
dérons alors le système (17); réquatioti Xj (f) =^ admet (§17) 
(m + n — 1) intégrales distinctes y,, y„ ..., yni+„- Soit y^ une 
fonction de x^, x^, ..., x„ distincte des précédentes; prenons y,, y,, 
■ ■■) Vm + n comme nouvelles variables. L'équation X, {f) =: sera 

remplacée par l'équation - — = 0, puisque la nouvelle équation doit 

admettre les intégrales y,, y„ ..,, !/«+„. Imaginons, de plus, qu'on 
ait résolu les (m — 1) équations restantes par rapport à m — i 



dérivées 






Le système 


(17) sera alors i 


rempif 


le système jacobier 


i équivaleiit 








(■H)) ■■ 
1 


"■', (0 = 


<)v. 




... + ..! 




= 0, 


{ 


X. (/) = 


'If . 


^'^'^' 


... + «: 




— 0, 



dans lequel les quantités cl sont des fondions des seules variables 
V%? î/ji ■■■! î/iii + 'i- En effet, le système (19) est complet (§ 23) et,, 
puisqu'il est résolu par rapport à -r — t __,.-.,__, ii est jacobien. 
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COMPLETS. 


Oïl 


a.lors(g26) 






T.(oj)-Y.w)=o, i[;;ï^j; 




M« 


is Cs est jjul quel que soit h; par suite, 






M4) = || = o. 





La premiùre des équations (19) nous montre que / ne tloit pas 
dépendi'e de y,, et comme cette variable ne iig-ure pas dans les 
équations 

Y, (0 = 0, ..., Y.(/) = 0, 

nous pouvons en faire abstraction, et nous sommes ramenés à cherdici' 
les iiîtégraies du nouveau système jacoLien de m — 1 équations 

Y,OT=0, , Y (n = 

On ramènera de même ce ■^i&tème i un système jacjl len de tn — 2 
équations à m + Ji — 2 vaiialdes, et ain^i de suiie Finalement on 
arrivera à une seule équation linéaire a n + 1 variables, admettant 
les mêmes intégrales que le sjsteme propose Le théoieme étant irai 
pour M = 1, il s'ensuit qu il est ^^énenl Nous \oyon'! de plus que 
si ç„ ifj, ..., ç„ désignent n intégrales distinctes de'ï éqmtionb (17), 
toute autre intégrale commune 'ieia de la fnme 



f=n(,„ =.„..„..), 

n désif,'nant une fonction arbitraire. 

Pour passer du système (-17) au système (19), il faut avoir intégré 
l'équation linéaire Xj (f) i= 0, ou, ce qui revient an même, le 
système d'équations différentielles 



1 . '■■ b[ ■■■ b,l 

qui se réduit à un sysièrae de n équations du premier ordre. Pour 
passer du système (19) au système jacobien suivant, il faudrait 
encore intégrer un nouveau système tie n équations du preiiiier oidre, 
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et ainsi de suite. En définitive, pour intégrer par cette méthode le 
système ('17), on aurait à intégrer successivement m systèmes de 
n équations différentielles du premier ordre, et à faire m — 1 cb.an- 
gements de variables, 

Remarque I. — Les n intégrales distinctes œ,, s^, ..., ç„ du 
sysiÈme (17) sont encore distinctes si on les considère comme fondions 
des seules variables a;„, + i, Xa + i, ..., !e„+„. Supposons, en effet, 
qu'il existe une relation identique de la forme 

^ (Xj, X^, ..., X,„, Ç(, if,, ..., ^^)=iO, 

on aurait alors 

X„ (4>) ^ 0, 



ÙY . 



D'ailleurs, puisque Oj, ç^, ..., ç„ sont des intégrales du système (17), 
la relation précédente se réduira à 

''*=0. (;,,= l,2...,m); 

dx,, 

'!> soi'iiit donc indépendante de a:,, x,, ..., œ,„ et il y aurait une 
j'olalinn entre les fonctions Çj, ■!,, ..., ç,, ce qui n'est pas. 

Remarque II. — D'après ce qui précède, il est clair que si 
m équations linéaires indépendantes à (m -^ .)i) variables admettent 
ji intégrales distinctes, le système formé par ces m équations est un 
système complet. Car, s'il n'était pas complet, il serait compris dans 
un système complet de plus de m équations et, par suite, ne pourrait 
admettre n intégrales distinctes. 

23. Méthode de Mayer ('). — La méthode d'intégration précé- 
dente exige, nous l'avons vu, des calculs assez pénibles. Des méthodes 
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plus simples ont été données par Glebsch (*), Weiler (^) et Mayer (^). 
Celle qui exige le moins d'intégrations est due à Mayer; nous nous 
Ijornerons à celle-là, 



TnÉORiliiE. — Soit xi, xl, ..., xt,^^ un système de valeurs des 
variables x^, x^, ..., ic„j.„, an voisinage desquelles les coefficients 
&i du système (-17) sont holomorphes; il existe n intégrales s,, ç^, 
..., ç„ du syst'eme jacobien 



(17) 



X. (/•> = 



àf 



{i^i,%. 



àf 



:^0, 



holomorphes au voisinage dupoint x\, xl, .. 
sant respectivement àx,^ + i, ..., Xm + ^pour 



Ce théorème est vrai dans le cas de m ^= 1, car il se réduit à un 
cas particulier du théorème de Caucby; pour montrer qu'il est 
général, il suffira de démontrer que, s'il est vrai pour {m — 1) 
équations, il est encore vrai pour m. Supposons donc qu'il soit vrai 
pour (m — i) équations. Nous pouvons, sans restreindre la généralité, 
supposer 

x\^=xl-:^ ... ^ aîm+B^O. 

L'équation X, {f] ^^0 admet les intégrales évidentes x^, x^, ..., ;e„ 
et, d'après le théorème de Cauchy, elle admettra, en outre, n inté- 
grales œ^ + i, a^i + î, ■■■1 x'„+„, holomorphes au voisinage de x^^=x^ 
= ... ^= a:«+„ ^^ 0, et sa réduisant respectivement à a:„+i, x^+î, 
-•■, a!„,+„ pour ai, =^ 

1 x'„+! = x,„4-3 + a;,A,„4.s -h ..., 



('! CIcbsch, Ueber aie simnUeiie Istenrolloii linsa 
{Journal de Crelle, t. LSV). 
fî| Weiler, ScftiSraitoA'j Zeimchiiff far IdalhmBlih, l 
(B| Afayer, Eeier mbesclirSiikl islegmlid Sjsfeote, etc 
Biillelia des Sciences malkémaligncs cl axtronamiqufa, 



r parlicller Difercnlielskichuiiiicii 
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Posons, pour la symétrie de la notation, 

et prenons tes quantités x',, x'^, ..., xl„+,, pour nouvelles variables. 
Puisque ie déterminant fonctionnel 

D (a^+i, a^+î, -■■, i'Jm-t-,,) 

est ù^o.\ à 1 poui- x'j =: 0, on en conclut cjue, au voiwinag-e de x, = 0, 
on pourra résoudre les équations (A) par rapport à «„+,, x,^+,, 
..., Xm^.„ et les mettre sous la forme 

! x^^i = œ^+i + x['B„,+i -h ..., 

\ x„+„ — x^+,, + 3;;B„+„ + ...; 
pur suite, toute fonction holomorplie de x^, ..., x„,+„ est aussi 
une fonction holomorphe des nouvelles variables, et inversement. 
Ce.'-i posé, l'équation X,(/)^:0 deviendra, avec les nouvelles variables, 

^ = »^ 

d'ailleurs, on aura 

EL — EL ''f ■>"-<-■ <)/' àx'„^. 

ôxi dXi àxi, + i àx^ '" /)xi^^ àxi 

(i = %3,...,m), 

df _ df dxLt., df dxU, 

dx.^, ~ ()kU, dx.tt + ■■■ + j^, ^_^ 5j^_- 

(;. = l, 2, ...,«), 

Donc le système (17) sera remplacé, avec les nouvelles variables, 
par !e système 



(20) 



âx[ 

àf , df 

~ + c^ .,— ; 1- . 

àx; dxUi 




dx,„ "• ' âxl,^, ' 
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OÙ les quantités c\ désignent des fonctions des seules variables x[, 
..., x'„+n {g 27) et, comme les fonctions ci se déduisent de fonctions 
holoniorphes par les seules opérations de l'addition et de la multipli- 
cation, on en conclut que œs fonctions sont régulières au voisinage 
du point 

Le théorème étant supposé vrai pour (m — -I) équations, i! existe un 
système de n intégrales a^, ç,, ..., ç„, régulières au voisinage de a;^ 
z:r a;J ^^ ... 33 x'„+„ ;^ 0, satisfaisant aux (m — 1) dernières équa- 
tions (20) et se réduisant respect! vemenl à x'm+,, ..., ^+„ poiu- x'J 



D'ailleurs, co système d'intégrales satisfera évidemment à l'équation 

Par suite, en remplaçant les variables a^J, x,, ..., x'„+„ par les 
variables x,, x^, ..., x,„+,„ on en conclut que le système projiosê 
admet le système d'intégrales 

?, = a,-„+, -t- XiDi + ..., (i = i, 2, ..,, n), 

lioloniorphes au voisinage du point 

et se réduisant respectivement à a^^^+i, -.., cc^+k, pour x^ ^nz 0, 

29. Soient ç^, Çj, ..., <f^ les intégrales satisfaisant aux conditions 
précédentes. Nous dirons qu'un tel système d'intégrales forme un 
système fondamental relatif au point 

a^j = ccj, aîj^x?, ..., Xm+„ :^ a;^+„. 

Soit alors 4» (x^+i, x,„+b, ,.., x„,+,) une fonction quelconque, 
holomorphe dans le voisinage du point x"„ + i, x",^.,^ ..., x!!,+„, la 
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l'onction. 

sera une intégrale du système (17), holomorphe au voisinage du poinf 

et qui, pour 



se réduira à la fonction <I> {x,„+,, ..., x,„^,i). On peut donc énoncer 
la proposition suivante, qui est une extension du théorème général de 
Cauchy dans le cas d'une équation linéaire. 

Théorème. — Soit x",, ..., xS,+„ un système de valeurs pour 
lesquelles les coefficients &J sont kolomorphes, et $ {x„+j, ...,x„,+„) 
une fonction holomorphe dans le voisinage du point x,^+i ^ œ^+i, 
..., a^+n := 3;^+„; les équations (17) admettent une intégrale 
commune holomorphe dans le domaine du point œj, ..., aî^+B, et 
se réduisant à (a',„+i, ..., x,„+,î) pour 



30. Cette proposition établie, soil. x\, x\, ..., x,î+„ un système de 
valeurs au voisinage desquelles les coefficients Vi, dans le système 
complet (17), sont holomorphes. La méthode de Mayer pour la 
recherche des n intégi-ales distinctes f,, ..., a>„, qui satisfont à 
l'énoncé du théorème précédent, consiste à faire le changement de 
variables suivant : 

(A) ce, = a;; + y„ x,,^xl+ y,y„ ..., x„, = rf + y,i;,„; 



:77; = x;: + :,-:;: '■>> 



ut 


-li,- 


àf 


--£. 



(B) 



La substitution directe des variables t/j, y,, ..., î/,„, sCm+n ■.., x™+, 
aux variables Xy, ..., x,„, x„,+i, ..., y;™4-,„ reinplacera le système (17) 
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par le système éqi 


liaient 














Y, 


(n- 


1*9, 




+ .. 


. + c 




= 0, 


(51) 


Y, 


(n = 


à y. 




+ .. 


.. + C 




= 0, 



dans lequel les coefficients cj sont des fondions lioinmorphes dans 
le voisinage du système de valeurs 

y, = 0, a^+i = œ^+i, ..., a:„+„ = xl^„, 

où «j, a,, ..., a„, sont des quantités arbitraires, car, quels que soient 
ys> J/sî ■■■> Wm) on 3- toujours, pour y; ^'0, x^ = x.\, ..., x„, = xj. 
D'ailleurs, on voit qu'en vertu des relations (B) tous les coeffl- 
eients (^ dans les équations Y^ {f), Y, {f), ..., Y,„ (/) contiennent en 
facteur y,. La substitution (à) remplacera les n fonctions f„ ipj, ...,ç„ 
par n fonctions if-^, (}i2, --., i» holomorphes au voisinage de 

vérifiant les équations (21) et se réduisant respectivement à x„+i, 
a:^+3, ..., Xa,+n pour y^ = 0. La recherche des intégrales ç,, ©j, 
..., ip„ est donc ramenée. à celle des intégrales i/^, d>j, ,.., i/„. Soit 
dij, une de ces intégrales. C'est une intégrale de l'équaiion Y, (f) :=. 
qui se réduit à cc^+i quand on fait y, = 0; or, le théorème de 
Cauchy nouS apprend que l'équation Y, {f) :^ admet une intégrale 
régulière et une seule qui pour y, ^^ se réduit à cc^+t, c'est donc 
nécessairement i^f Nous concluons de là que, pour trouver les 
n intégrales ij^^, (jj,, ..., 4'«:q'ii satisfont au système (21) et aux condi- 
tions énoncées, il suffira de chercher n intégrales de l'équation unique 
Y, (/}^:0 se réduisant respectivement à x^^.^, x„+i, ..., a;„+„ pour 
yj=0. Ceci revient à dire qu'il suflira d'intégrer l'équation Y^(f):=Q 
ou, ce qui revient au même, le système d'équations différentielles 
suivant : 

dy^ _ <^î/î _ '^Um _ dx„,+, __ __ dx,„+„ 
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Ce gysième admet les (m — 1) inlégrales évidenles 

!/. -^C„ y, = C„ ..., î/., = C,„; 
par suite, i! suffira d'intégrer le systÈme 

dy^ ^^ dx„+, ^__ dx„,+n 

on on considérera y^, y^, ..., y,„ comme des paramùl.res. Donc, uo 
peut énoncer la proposition suivante ; 

L'intégration d'un système complet de m équations, à (m + n) 
variables indépatdantes, se ramène à l'intégratioiï d'un système 
de n équations différentielles du premier ordre. 

Remarque. — On peut vérifier directemeot que les n intégrales 
■^u 'Pîi "-ï '^>i de l'équation Y, (f) = 0, qui se réduisent respecfive- 
ment à x„^.i, ..., x„+^ pour y, =^ 0, satisfont aux (m — -1) équa- 
tions Y, (/)— 0, ..., Y, (0 = 0. 

D'iane manière générale, soit 

ï, (/) = «, ..., Y,.(/-) = 

un système jacoliien de m éiiiLîtions. On a identiquement 

T,(Y.(rt) = T.(Y,(/-)); 

si on l'emplace /par une intégrale quelconque f de l'équation Yj (f) 
:^ 0, la rulation précédente se réduit à 

Y,(¥.(ç)) = 0, 

de sorte que Y^ (y) sera aussi une intégrale de la même équation. 
Cela posé, l'intégrale èj, de Y, (/') = qui se réduit à x„,+t pour 

i/i =: est de la forme 

rtj, = X^ + i + ï/iPc, 

Pjdésignant une fonction holomorphe de y,, ..., »/,„, x^+,^ ..., x^ + , 
dans le voisinag:e des valeurs 0, ij, .,., «„, x^+i, ..., xi+„. D'après 
ce que nous venons de dire, Y; (ùj.) sera aussi une intégrale de l'cqua- 
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tion Y, (0 = 0. D'aiUems on « 

1, {.},) = Y, (x.^.) + s, Y, (P.) + P. Y, (!/,), (i = 2, 3, ..., m), 

et comme 

Y,0>,) = ci + y.y,(P,). 

Puisque ci^ contient en facteur j/j, comme noua l'avons fait remar- 
quer plus haut, on a donc 

Y,OW = !/,Q.> 
Qj désignant une fonction holomofphe ; Y; (d/i) est alors une intégrale 
régulière de l'équation Y, (f) ^ qui s'annule pour y, ^ 0. D'auire 
part, l'équation Y, (f) ^=: admet l'intégrale évidente f=0 satisfai- 
sant à la condition précédente; comme, d'après le théorème de 
Cauchy, cette équation ne peut admeftre qu'une seule intégrale 
holomorphe a'aunulant pour y, r:^ 0, on a nécessairement 

Y,fe)=0, (i = 2, 3, ..,,».), 

ce qui démontre le théorème. 

31. Pratiquement, voici comment il faudra appliqxier la méthode 
de Mayer. On commencera par. intégre rie système 

l ~~ c\ ^ '" ~~ c,; 

ûù on considère y„ y,, ..., y„ comme des paramètres; soient f^, f^, 
..., /î, n intégrales distinctes gwefcottgwes de ce système. Les fonctions 

Vif ■■■■} y») >!'i' ■■■» '!'•.' 

forment {m + îi — 1) intégrales distinctes de l'équation Y, (/) =^- 0. 
Par sui(e toute autre intégrale de cette équation pourra s'espriraer 
au moyen des précédentes et on devra avoir des relations de la forme 

fiiVi. y„ ..., y«, a^«+i, ...,a;„,+„) — FiO/„ ..., y,., ^, ..., W, 
Pour avoir les intégrales d»,, .,., i,,, il sufllra de connaitro la forme 
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des fonctions F,; or, pour y, — 0, on a, par hypothèse, 

donc, on doit awir identiquement 

fi (0, y„ ..., y„, x„,+i, ..., a:„+„) ==: F, (i/„ ..., y„„ x,„+„ ...,X;„4-„)- 

Cette identité nons détermine la fonction F; et on a donc 

F; (y^- y>^ -, y™> «l^i, 4^1. ■■■> 4--)- /î (û, îa, -, y,., -h^ *.,- ■■■' 'l-.)- 

On en conclut qu'étant donnée une intéiirale quelconque de l'équa- 
tion Y, (/) ^= 0, pour l'exprimer au moyen dy 

!/s, ■■■! î/mi ^It ■■■! '1'"' 

il suffit d'y remplacer y^ par 0, et x^+i, ■■■, Xa,+,i par <i,, ..., i^„ 
respectivement. 

Par conséquent, pour trouver \es intégrales i]j,, é^, ..., d>„, il suf- 
fira, après avoir trouvé les n intégTales /",, /"j, ..., /"„, de résoudre les 
n relations 

par rapport à 'i,, i^j, ..., 4^^- 

Exemple. — Soit à intégrer le système (') 

[x,{f)=^ + ix, + x,-3xd^-i-{x, + x,x, + x,x,)-^=0, 
) àx, * àx^ • ' 'àX:^ 

Si on forme 

x,[x,OT]-x,[x,m], 

on troir/e que cette quantité n'est pas identiquement nulle: En 
l'égalant à 0, on obtient une nouvelle équation 



|l| iHischeiLCtsty, Su;' l'iiiligroliim des (qaa, 
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Cette. équation, jointe aux précédentes, permet de remplac 
système (A) (g 24) par le système équivalent 



1 dx.- 

^ ' \ âx^ ax,, 

dx, ' dx^ 

qui est un système jacobîen, comme il est aisé de le vérifier. Les 
coefficients étant lioloniorphes au voisinage de 

nous ferons, pour intégrer, le changement de variables suivant ; 
^, = yv ^i — yiî/n ^^^ViV,- 
àf 

ii.-4Liaiiuii n-A, ii^ii.ic 

système; on trouve 

Il laut donc intégrer l'équation 



d!/, 




dx, 






1 

lierai 


e est 


: + '^y\ 


+ 


y.'jl 


C = 


«. - 'A 


y, — v\ 


- 


y'vA 

9 



Nous avons immédiatement l'intégraSe iji qui, pour y^ ^= 0, se 
réduii à x^. En remontant aux anciennes variables, nous voyons que 
le système (A) admet l'intégrale 



qui pour x^ ^= x^ ^= Xj = SB réilnit à x.,. Soit f{x) une fonction 
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quelconijue flonnûe à l'avance; le système (A) admettra riiité^rale 

qui, pour x^:^ x^=^x^=:^0 se rûdiilL à f{x,,), et on aura ainsi 
l'intégrale générale de ce système. 

32. Dans certaines questions, il arrive qu'on n'a pas besoin de 
l'intégrale générale d'im système complet, mais seulement d'une 
intégrale particulière. Mayer a montré que la connaissa^ice d'une 
seule intégrale du système d'équationx différentielles (22) permet 
de trouver au moins une intégrale du système (2'1) et, par suite, du 
système (17). Soit, en effet, f (y^, y^, ..., y^, x^+„ ...,,x,„+„) una 
intégrale du système (22) et '|,, i];^, ..., é^ le système fondamental 
d'iniégrales de (21), on aura, comme on l'a vu plus haut, 

f = f{0,y„ ...,y„„à„...,^,). 

Résolvons cette relation par rapport à i^,, 

•^1 ^ 6, (Vv ï/s' -, V«., x^+i, -, a;„+«, V ■■-, W' 

Si '{'5, -.., '^„ ne figurent pas dans 6,, on aura une intégrale; si (|ij, 
..., 'Il,, figurent dans 0,, écrivons que r|j, satisfait à l'équation Yj, (f) 
=: 0, en tenant compte que d>j, ij, ..,, il, y satisfont aussi. On aura 

\ (t.) = ^ y. (!/,) + - + d£t, ^' '"-^ = "■ 

k étant un des nombres 1, 2, ..., m. Si le second membre d'une de 
ces relations n'est pas identiquement nul, il devra contenir effective- 
ment une des quantités t|jj, ..., é^, car sans cela il y aurait une rela- 
tion entre les variables indépendantes y,, ..,, y„, œ^+i, ■-., x„+a, ce 
qui est imiiossible. Suppo.sons, par exemple, qu'elle coniienne i]",, 
et résolvons-la par rapport à il,, nous en tirerons 

et on devra avoir 
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Si le second membre n'est pas nul identiquement, on pourra 
résoudre, par exemple, par rapport a i}»;, et ainsi de suite; si on peut 
continuer, on arrivera finalement à une équation qui donnera il^ et, 
par suite, en remontant, on aura il,, ig) ■■■> 'î'a) c'est-à-dii'e qu'on 
aura non seulement une intégrale, mais toutes les intégrales du 
système (21). On ne pourra être arrêté ilans ces opérations que si on 
trouve une expression 

<!ii — Oi(yi, .--.y., y;,.+i, ■..,«^»+., <^;+i, ■-, 'Wh 

tulle que toules ies quantités 

(k = i,'2,...,m), 

soient identiquement nulles. Mais, dans ce cas, il sufiira de rempla- 
cer dans 6j les quantités èj+i, d'i+j, ..., 'h„ par des constantes arbi- 
traires pour avoir une intégrale. 

33 Supposons quon œnnu'îse ]j inlegulcii Mj, u , Ui dun 
jstÈme complet faisons un changement de ïainbles en pit,ndnt 
pour DDUiellbb variables «,, tt„, , m^ et (lit + n — p) fonction'^ 
Ua+i, u + foimant ive;, les piécedeute's un sjitème de fonc 

lions indcpandante-- Lu nouveau ajsteme ne eonliendia aucune des 

deinees--i-! — - ' ^-^pmsqu il devra admettie les j intcjrales 

«1, ïtj, , u^, On pouiii doni, conoideiei ce nouveau sjstfeme 
comme un système de m équations à (mi -^- n — \>) vaualiles ou 
M„ «j, , titt seiont des paiimeties aibihaires II aufûra, alors, 
pour termmei Imtégiation du sjstèmo, dmtegiei un système de 
(h — \)) équations diflurentielles du piemiei oïdie ou, y Ion \eut 
seulement une mtLf,iale de plu'- de tiomei une intt-giile de ce 
sjstème 

Etant donne un sjslëme de n tquations diffeieniielles du pieinipr 
orli aipelonb opeiatton doidie n U leclierohe dune mtegiilt 
pre ère de ce s\&teme Nou^ pouiions e'^primei les résultat-* 
obten is so ls la foime ahié^ee suiiante . La reclieiclio de I mtégiale 
f, nerile 1 m système complet de m équations à {m -h n) variables 
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indépendantes exige que l'on fasse .successivement des opérations 
d'ordre n, n — '1, ..,, 2, i. La recherche â'une seule intégrale 
exige une opération d'ordre n. Enfin, quand on connaît ;* intégrales, 
la recherche d'une iioiivolle inlégralo exige une opération d'or- 
dre (n — [j,). 

34. La méthode de Mayer, que nous venons d'exposer, est certai- 
nement la plus simple de toutes les méthodes d'intégration des 
systèmes jacobiens; cependant nous ferons connaître encore la 
méthode employée par Jacohi pour trouvoi' une intégrale d'un 
système jacobien. 

Considérons le système jacoljien 

( (i = i, 2, ..., ,n), 

et, en particulier, l'équation 

Nous connaissons déjà (m — i) intégrales évidentes de cette équation, 
à savoir : x^, x^, ,.., x„. Supposons que nous ayons déterminé une 
autre intégrale ç,. D'après ce que nous avons vu, la fonction 
Oj :r:: X^ (ç^) sera aussi tme intégrale de l'équation X, (f) =r 0; il 
en sera de même de ^ ^ =; "Xj (ç,) et ainsi de suite; en posant, d'une 
manière générale, 

nous formerons une suite de fonctions ç,, f,, ..., Çi, ... qui seront 
toutes des intégrales de l'équation Xj (f) = 0. D'ailleurs, comme 
l'équation X, (/} = n'a que (m + n — 4) intégrales distinctes, il 
devra nécessairement arriver, en continuant de la sorte, que l'on 
trouve une intégrale non distincte des précédentes. Supposons que 
cela arrive après i opérations, de telle sorte que l'on ait 

0(4-1 = n (?I) ?2. -•, ?f> ^S! ■■■; ^m)> (» < ")■ 

Cherchons alory à déterminer une fonction 
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satisi'aisanl k riiquation X^ (/) =^ : on devra avoir 



c'est-à-dire 

■ -— Ç3 + ... -f- (p, + -— n + — - = 0, 

et on sera ramené à ti'oiiver nue intégrale du .système d'équations 
différentielles 

qui penl Uii-mêrae être remplacé par l'équation unique 

(i'ç,__ / d^ ri'"'?, \ 

tÏ4~ V" da;/ '"' dx\-' ' ^" ■"' ^'7 

Soit i}', = G une intégrale de ce système; (Jjj sera une intégrale de 
l'équation (23) et, par suite, des deus équations X^ (f) = 0, 

x,(n=o. 

On formera onsiiito une îiuile de fonctions 

qui seront tontes des intégrales du système 

et comme ce système n'admet que m -\- n — 2 intégrales distinctes, 
on anivera à une fonction dij telte que 

Cherchons de même à déterminer une fonction 

0('^i, iJ'5, ■■■, 'l'i, x„ ..., a:,,,) 
satisfaisant à l'équation Xj (f) ;^ 0; nous voyons que doit satisfaire 



à l'équation 



àà, " t?6,_i ^ t'i; 
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dont l'mliîgration se ramène à celle de l'équation différentielle 

d4 ~ v^" dx,' ■■■' dxr^"' ^" ■■■' y' 

Une intégrale a, de l'éqnafion en 9 sera une intégrale commune aux 
trois éqiiations 

X,(f) = 0, X,(/') = 0, X.(f) = 0, 

et, en continuant de la soi'te, on trouvera évidemment une inti^grale 
dn système jacobien. 

Remarque I. — Si la dernière équation que l'on trouve dépend 
de (il + i) variables, il suffira de l'intégrer complètement pour avoir 
toutes les intégrales du système jacobien. 

Remarque IL — La méthode générale peut dans certains cas se 
simplifier. Supposons que dans la suite des opérations on ait trouvé 
une intégrale ç des équations 

X,(f) = 0, X,(f) = 0, ..„ X.^,(/-) = 0. 

Si Xa (ç) HZ 0, cette intégrale satisfait aussi à l'équation X^ (f) ^^ 0. 
Si Xa (ç) = m, m étant une constante, = — m x^ sera une intégrale 
commune aux équations 

x,(f) = o, ..., X,(/') = 0, 

car elle satisfail aux (« — 1) premières et on a 

X,(ç^,„x,)=X.(î)~™ = 0. 

Plus généralement, si on a 

X. (ç) = F Cç,x„ ,..,,„ ,..,«,), 

cherchons à délerminei- une fonction 

(,, x„ ..., ic.), 

c[ui satisfait toujours aux (a — 1) premières équations, de fayoïi à 
vériliei: X^ (f) = 0. On devra avoir 
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c'est-à-dire 



et, pour trouver une intégrale de Xa (f) ::= 0, on est ramené i 
intégrer l'équation différentielle du premier ordre 



En particulier, si F ne dépend que de s, on a l'intégrale générale par 
une quadrature 

c-fÉÎ ^ 



Intégrer les systèmes suivants, où on a p 



i°- âcCjSCiP, + ^l^kPi -^ ^s^:Ps =0, 

œ^xl Pj h- x,x.x,_p^ -t- x^x.x^p. =: 0. 

(Collet.) 

2° {xl — xl) p, — (iCjXa — X^X^) p, -H (XjX, — X,X^) Pi = 0, 
(xl — xl) p5 + (iK^a^a — ^i^-\)Pa ■+■ (a^i^a — ^^a^i) Pi = **- 
(Collet.) 



X 


iPf 


- X,p, - 


^ ^,Pi - 


- ^: 


.P: 


= 0, 






X. 


,P, ■i-X^V^- 


~x,p,- 


- X. 


,P'. 


= 0. 
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CHAPITRE III 



Equations linéaires aux différentielles totales. 

35. Toute équalion linéaire aux dériv(;es partielles du premier ordre 
est équivalente, comme on l'a vu, à un certain système d'équations 
différentielles ordindire.?. A tout système complet on peut de même 
rattacher un système d'équations linéaires aux différentielles totales. 

Considérons le système d'équations aux différentielles totales 

/ dx^+i =; b\ dx, + b\ dx^ ■+■ ... ■+• îi^ dx^, 
/j, J dx^+s = bl dx^ 4- bl dxs + ... + fe'J dx,„, 



\ dx^4.^ ^= bi dx^ 4- bl dx^ -t ... + 6™ dx^„ 

oi!t on regarde x^, ..., x,„ comme des variables indépendantes, x„,^.i, 
,.., Xm+,i comme des fonctions de ces variables, et où les coeffi- 
cients V^ sont des fonctions quelconques lie a;,, ..., ic„, + „. Ce système 
est évidemment équivalent au système d'équations aux dérivées 
partielles suivant : 



= b1, 



d_x^. 
dx„, 



Cherchons îes conditions pour que le système (-1) admette un système 
d'intéj^rales où les valeurs initiales de toutes les variables puissent 
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être prises arbitrairement. Il est d'abord aisé de trouver des conditions 
nécessaires; en efïet, des équations (2) on déduit 

à^Xm+h àhi (ïbl dx,„+i àhi dx„,+,i 

dXidxi, dxi, âx,„+, dx^. '" àx,„+„ dx,. 

c'eat-à-dire, en tenant compte des équations (2), 







et, ( 


!n posant 




Mn=â:-^^- 




aS=^.<«: 



On trouverait de môme 

dx,, dXi ' ' '' ' 

el, par suite, tout système satisfaisant aux équations (1) ou (2) doit 
satisfaire aux relations 

(3) x.(«)=x,«), <;;ix^,':.:;;)r'' 

qui expriment que 

dx; ôxi- àx^ dXf 

Pour que l'on puisse prendre arbitrairement les valeurs initiales 
de toutes les variables, il faut que ces conditions (3) soient vérifiées 
identiquement, car sans cela elles donneraient des relations entre 
les valeurs initiales. Les conditions (3) sont donc nécessaires; nous 
allons montrer qu'elles sont suffisantes. Une démonstration directe 
de ce théorème a été donnée par M. Bouquet (*). Nous le déduirons de 
la théorie des systèmes complets. Les conditions (3) expriment préci- 
sément que le système d'équations aux dérivées partielles 

(4) X,(f) = 0, (i = 1,2, ...,«.), 
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esfim s-^stëme jacobicn (^ 26). Le système (4) admet donc n inlé- 
grales distinctes /,,/'„,..., f^ et les équations 

(5) r, = c„ f, = C„ ..., /■. = C. 

définissent a:;,„+i, x,„+«, ..., a^m+,i en fonction de x^, x^, ..., x„, et 
des n constantes arbitraires Cj, C^, ..., C^ puisque, comme nous 
l'avons vu (g 27), f„ /j, ..., /■„ sont encore distinctes si on les consi- 
dère comme des fonctions des seules variables ir^+i, ..., ir^+„. Soient 

ar,„+i=^?;(a;„..., a;„„C„ ..., C„), (« — 1,2, ...,j() 

ces fonctions : je dis qu'elles satisfont aux équations (1). En effet, 
puisqu'elles vérifient les équations (3), on a 

(iA,,, + ...^^._<,«,„.^„, 

\ àx^ àx,„+„ 



I -~^ dx. + ... -+- T — -"— dx^i+u — 0, 
\ àx^ àx,„^.„ 

et il faut vérifier que si on tire de ces équations dx„+s, ..., dx,„+,„ 
les formules obtenues sont identiques aux. formules (1). Au lieu 
d'opérer ainsi, nous montrerons, ce qui revient au même, que si on 
porte dans les équations(6) les valeurs de da^„+i, ..., da;„,^,„ données 
par les équations (1), elles sont vériûées. D'une manière générale, si 
dans la différentielle totale d$ d'une fonction quelconque «ï» on rem- 
place dx„,+j, ..., dx,„+„ par les valeurs (1), on trouve pour résultat 

d* — X, (<I>) dx^ -t- Xj ((I>) dx,_ + ... + X,„ C*) dx^.. 

La substitution dans les premiers membres des équatioiLS (6) 
donnera donc 0, puisque f^, ..,,f„ sont des intégrales du système (4). 
Comme les équations (5) contiennent n constantes arbitraires, on 
pourra choisir les valeurs de ces n constantes de façon que ir„4,i, 
3!m4-9, ■■•) 3™-i-» prennent des valeurs données à l'avance a^+i, 
..., xS,+„ pour a^i ^ x^, ..., a;^ = xS,. Les conditions (3) sont donc 
suffisantes, et le système (1) est dit, alors, complètement intégràble. 

Pour donner à la proposition précédente la forme précise sous laquelle 
elle a été énoncée par M. Bouquet, il suffit de particulariser les inté- 
grales /■[,/=, ..r, A' Nous savons, en effet, que le système jacobieii (-1) 
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admet n intégrales liolomorphes ç,, ç,, ..., ç„ qui, pour ic, = œj, 
ajj = x\, ..., x^ =^ a"^, se réduisent respectivement à x^+i, œ^+j, 
..., »„,+„, à condition que les coefficients h^ soient holomorphes au 
voisinage du point x^, ..., x°^, a;„° + i, ..., x^+^. Si nous considérons 
les intégi-ales du système (1) définies par les équations 



nous sommes eomloits à la proposition suivante : 

Théorème. — Étant donné le système d'équations aux diffé- 
rentielles totales (1), où les coefficients b^ sattsfoiit identiquement 
aux relations (3) et sont holomorphes au voisinage du point xl, 
,.., x^, xSi+i, ■■., xt^n', il existe un système de fonctions x^^j, 
Xm+!, ..., x^+n des variables indépendantes x^., x^, ..., x^, et mi 
seul, satisfaisant au système (i), holomorphes au voisinage du 
point xi, xl,' ..., xii et prenant re^ectivemeyit les valeurs xl^i, 
œS + î, .--, Xm+„pour 



L'intégration du système (1) se ramène donc à celle du système 
jacobien (4). Réciproquement si on a intégré le système (1) on aura 
immédiatement l'intégrale générale du système (4). Soient, en effet, 

les relations qui donnent l'intégrale générale du système (1), je dis 
que fi est une intégrale du système (4). En effet, on a rf/,- ^^ pour 
tous les systèmes d'intégrales des équations {1), et, par suite, 

X, (f) dx, + ... + X,. (fj) dx,„ = 0. 

Gomme ;C[, x^, ..., x„, sont des variables indépendantes, on en 
conclut que 

x;(/;.) = o, ..., x,.(/;) = o, 

pour tous les systèmes d'infégrales des équations (1), et, puisqu'on 
peul choisir arbitrairement les valeurs initiales do toutes les variables, 
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il faut nécessairement que les relations 

-t. (f,):= 

(lient lieu identiquement. 

36. Tout ce qui précède nous monti^e que Tintégration du systcme 
coreiplètement intégrahle {!) et celle du système jacobien (4) sont 
deux problèmes équivalents. Si f est une intégrale du système (4), 
^ = est une intégraie du système {!) et réciproquement. La théorie 
de l'intégration des systèmes jacobiens doit donc poiivoir se déduire 
de celle des systèmes complètement intégrables. C'est ainsi, en effet, 
que Mayer est parvenu à la méthode d'intégration des systèmes 
jacobiens que nous avons exposée plus haut. Nous allons donner 
rapidement la théorie de l'intégration des systèmes complètement 
intégrables. 

Considérons le système 

^ dxi " ^x^ " '"' <*Xi ~ "' 

lire du système (1). Imaginons qu'on ait intégré ces équations en les 
considérant comme formant un système d'équations différentielles 
ordinaires par rapport à aj^, où x^, x,, ..., x^ désignent des para- 
mètres arbitraires, et soit 

(S) j :;..."...':.:.'..".. "'.'... '..."'.t:.^..'.' 

l'intégrale générale de ce système, où on doit considérer a,, .,., œ„ 
comme des constantes par rapport à x^, c'est-à-dire comme des fonc- 
tions de ccj, ..., x^. Remarquons que <^^, Çj, ..., ç„ sont ii intégrales 
de X, (f) ^^ 0. Faisons un changement de variables et remplaçons 
les inconnues a^+i, a^m+î, ■■■, x^-^,i par a,, a^, ..., a„. On aura 

rf«,^X,(«,)da;, + \.Ja>idx, + ... +.X„ {«;) da;„; 

d'ailleurs, o,- étant une intégralo de (7), ou a 
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Le système (1) est donc remplacé par le système 

( d'y., = X, («0 dx, -h ... -f- X, (ctj dx^, 

\ do.^ = Sg (a„) dx^ + ... + X,,. (a„) da;,„. 

Mus f etai t me mtcgtalo de l'équation X, (f) ^^ 0, il en sera de 
mfcine de \j f'^ ) Eu d autres ternies, si dans X^ (ç;) on remplace 
a 4-1 Xa+ par leurs \aleurs tirées des équations (8), le résultat 
&pia indepeniant Je Cj Les coefficients ciu système (9) sont donc 
indépendants de j'j et nous avons, par ce changement de variables, 
substitue au système (1) un système de même forme, mais où le 
nombie les variables indépendantes Cit diminué d'une unité. 
D ailleurs il est éiideut d après ce que nous savons sur les systèmes 
couplet'! que le sjsteme (9) sera encore complètement iptégrable, 
ce qu on peut d adleuis établir directement; on pourra donc le traiter 
comme ie système (1) et en continuant de la sorte on arrivera finale- 
ment 1 trouver 1 integiale générale du système (1). On aura à inté- 
gier succès si%empnt in jsifcmes de n Équations différentielles du 
piemier oïdie 

Au lieu de piendrf le constantes quelconques a,, e^, ..., «„, 
bippo&ons iveo Maje ju'on ait mis l'intégrale généi'ale du sys- 
tème (7) oub la toime 

( ^m+i = iK„+i + {x^ — a^î) <!',, 

(10) •• 

x^ + 1, ..., xS,+n désignant les valeurs initiales qui correspondent à 
une valeur donnée x" de' ce, et, conformément à ce que nous venons 
de dire, remplaçons (s^+i, a^m+s, ■■■, x^+„ par les nouvelles incon- 
nues xSi+i, xS,+s, ■•; a^S+K, qui ne doivent dépendre que de x,, 
...,x^; on aura 

dxSi+i =: dx^+i -\- 1^1 dx^ + (œ, — x°) (îi,, 

et, par suite, en remplaçant dx^+i par son expression tirée de (1) 

dxi^, — bj dx^ + b^dxj-h ... + b'",dx^ + {x, — x'',)[k^dx^-i-...]. 

Lecoefficient de dcc, dans le second membre est nul, comme nous 
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savons; de plus, si on fait le changement de variables (10), les coeffi- 
cients du second niemiire dans les nouvelles équations doivent être 
indépendants de 3:,. Ce second membre ne changera donc pas si 
nous faisons x^ =^ x\ et comme, pour x^ = œf, x^+i, ■■■, x^+a 
deviennent égaux à a;,*+i, ..., xS,+,i, on en conclut que, par le chan- 
gement de variables (10), les équations (1) sont lumplacées par les 
équations 



fil) 



dx,l+t = {h\\ dx^ -f- {blX dx, + ... + (b7)/rf.K„„ 
■ dxi+, — {b{\dx^+ ... -i- (b'j)„ dx'„„ 



où (î){')^représentele résultat delà substitution de icj, a^+i, ..., a^^,» 
àa;,,a;«+i, ...,a:«+„dansÈJ. Le système (11) peut être écrit sans qu'on 
ait intégré les équations (7), et on reconnaît aussitôt que les condi- 
tions d'intégrabilité sont vérifiées pour ces nouvelles équations. 

Le système (11) s'intègre immédiatement dans le cas particulier 
où toutes les quantités (hf)^ sont nulles. Son intégrale générale est 
évidemment 

C,, Cj, ..., C„ étant des constantes arbitraires, et, alors, l'intégrale 
générale du système (1) est donnée par les formules (10) où a^+i, 
..., aiS+« désignent des constantes absolues. Or, on peut toujours, 
par un changement de variables convenable, ramener le cas général 
à ce cas particulier. Il suffit, pour cela, de faire au préalable le chan- 
gement de variables 

x-j =:x\ + ^1, x^ = xl -\- y,;/9, ..., x,,^ =1 3;„" 4- Villta, 



( dx, = dy„ 

l dx^ zr:yi dy^ -t- y^ dy,, ..., dx,„ =y, dy„ + y„ dy^. 

Ces formules nous montrent que tous les coefficients de dy^, dy^, 
..., dy^ dans le nouveau système contiennent un facteur y, et, par 
conséquent, s'annulent pour y, =: 0. En résumé, l'intégration du 
système (1) se ramène à l'ijitégration d'un système unique de 
n Équations différentielles du premier ordre. 
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L'application de ceUa pi'oposition au système jacobien (4) conduit 
aux mêmes calculs que la méthoiîe développée plus haut, 

37. Con&idémns comme exemple réqualion 
(12) P dœ + Q dy + R dz = 0. 

Elle est éqiiivalenle au système 

dz P as Q 



àx R dy K 




Écrivons que ce système esl; complètement iiitégvable, nous 


. devor 


à^\n) ''" \T\)o'z\R)^à7A~^^^'^\Tdàl 




Cette condition développée donne 





Supposons cette condition vérifiée identiquement : pour intégrer 
par la méthode de Mayer, nous poserons 

X :=Xt, + t, y = jtn + tu. 

L'équation devient 

(P) dt -h (Q) [t du -h i( dl] + (R) dz -^ 0, 

[(P) + (Q) w] dt + ( (Q) du + (R) dz — 0, 

en désignant par (P), (Q), (R) ce que deviennent P, Q, R quand on 
remplace les variables ic et y par les valeurs précédentes, U nous 
faudra alors chercher l'intégrale de l'équation 

(R)^ + (i') + (Q)« = o, 

qui pour £ :^ Û se réduit à Sf,. Soit 

F (z, w, t, s,) ^ 
l'équation qui donne celte intégrale; l'équation qui donnera Tinté- 
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grale générale de (i2) sera 

îj désignant une constante arbitraire. 

L'intégration de l'équation (12) est susceptible d'une interpré- 
tation géométrique. Soit /"(x, y, s) r^ C l'intégrale générale tle cette 
équation, elle représente une famille de surfaces S que nous appelle- 
rons surfaces intégrales. Par tout point cc^, y^, s„ de l'espace passe 
une surface intégrale 

et le plan tangent en un point quelconque x, y, z de chacune de ces 

surfaces a évidemment pour équation 

(14) p (X - x) -i- Q (Y - t/) + R (Z - :) = 0. 

La recherebe de la fonction f est donc équivalente au proi)lèrae 

suivant de géométrie : 

A chaque point M de l'espace on fait correspondre un plan U 
passant par ce point; déterminer une famille de surfaces telle 
que celle de ces surfaces qui passe au point M soit tangente au 
plan n. 

Nous pouvons conclure de ce qui précède que ce problème n'est 
pas toujours possible. Il est aisé de rattacher ce fait à la tbéorie des 
caractéristiques; nous retrouverons ainsi la condition d'intégrabilité. 
Faire correspondre à tout point de l'espace un plan passant par ce 
point, cela revient à se donner les cosinus directeurs A, B, G; 
A,, B„ G,, de deux droites passant par ce point. S'il existe une 
famille de surfaces S 

f{x,y,z) = C, 
tangentes en chacun de leurs points au plan con'espondant, la fonc- 
tion f devra satisfaire aux deux équations 



X(f) = A- 
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qui expriment que le plan tangent contient les deux droites de para- 
mètres A, B, G, et A„ B,, G,. Soit S une surface intégrale commune 
à ces deux équations ; comme f satisfait à l'équation X {f) ;^ 0, 
S pourra être engendrée par une famille de courbes (C) vérifiant les 
équations 

. dx _ dy __ dz 

^ ' A " B" ~ G 

(voir g 20). De même, elle pourra être engendrée par une aulre 
famille de courbes (B) satisfaisant aux équations 

(D) iB^ÙL::^,'^. 

Aj B, G; 

Soit alors M un point quelconque de l'espace, (C) et (D) les deux 
courbes de ces deux familles qui passent en M; ces deux courbes 
devront être situées tout entières sur la surface S qui passe en M. 
Par les divers points M', M", ..., de (C) passent des courbes (D'), 
(D'), ... qui engendrent une surface S'; de même, par les divers 
points m', m', ... de (D) passent des courbes (G'), (C), ..., qui 
engendrent une surface S', Les deux surfaces S' et S' devraient être 
confondues avec S. I! faudrait pour cela que toutes les courbes telles 
que(D'), (D'), ..., rencontrent chacune des courbes (C), (C), ..., ce 
qui n'aura évidemment pas Jieu en général. 

Pour achever les calculs, nous supposerons, ce qui est toujours 
permis, qu'on ait ramené les deux équations aUX dérivées . partielles 
à la forme 

Dans ce cas les courbes (C), qui satisfont au système 
dx dy dr 

sont planes et situées dans des plans y =2 y^ parallèles au pian 
des x:. De même les courbes (D) sont aussi des courbes planes 
situées dans des plans parallèles au plan des yz. 



y Google 



80 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÛRIVÉES PARTIELLES, 

Soit M un point de l'espace de coordo nuées x, y, z, considérons 
les deux courbes (C) et (D) qui passent en M. Soit N un point voisin 
de M pris sur la coiirhe (C), de coordonnées 



puis, soit P un point voisin de N et pris sur la courbe (D') passant 
par N. Ses coordonnées seront 




~w 



D'auti'e part, considérons le point N' de (D) dont l'ordonnée est 
y + Ay, il aura pour coordonnées 



puis le point P' situé sur la courbe (C) qui passe par N', dont 
l'abcisse est x + âx, ses coordonnées seront 



Pour que les deus courbes (C) et (D') se renconlrent, il faut et il 
suffit que les deux points P et P' soient confondus, cest-à-dire que 
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D'une manière plus générale, soit O une fonction quelconque des trois 
variables x, y, z et désignons par (fi, la valeur de cette fonction pour 
les coordonnées (œ, y, z) d'un point quelconque M. Il faudra que l'on 
ait identiquement 

Calculons 4»p et «tpr; un calcul facile nous donne d'aijord, en remar- 
quant que, le long, de la courbe C, dy := 0, dz = \ dx, 

X" (f) désignant le résultat de l'opération X (/') appliquée p fols. On 
trouve de même 



et, par suite, 

<!>,=«.,+ '? X(*.) + ^ Y(».) + :^-i'x'(<I..) + i!/4»ï(XCI..)) 

+ f|Y'(».)+-+^[i!/\'(*.l + i^5L(*.,)]' + ..., 
en employant la notation symbolique 

[Aî;Y(/) + A,i:X(0T = A./ï'(0+Si./-'4»ï.-'(x(r))+.... 
On aura, d'une manière analogue, 

+ X? ^''^'^'"^ + - + i [ia^ X (1.„) H- ^y y (*„)]" + ..., 
d'où 
<î>,., - *. = A^ iy I X (y (.1..)) - Y (X (.!>„)) 1 + ... 

4- -, î [i.X(<I.„) + i,Y{*i,-i]"- [i„ Y(ct.„) + i. XC-Ï^)]"} + .... 

Pour que cette difréreiice soit nulle, quels que soient les accroisse- 
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ments ix et i|/, il faut d'aljord que l'on ait 

X (ï (*.))- Y (X(<tj)=0 
identiquement, car, si on reg;ai'de icc et iy comme infiniment petits 
du premier ordre, le second membre ne contiendra qu'un seul terme 
du second ordre; ii faut donc tjue le système des écjuations X [f)z=0^ 
Y (/) = soit jacobien. Cette condition nécessaire est d'ailleure 
suffisante, car elle exprime qu'on peut interveiHr les deux opérations 
X ( ) et Y ( ) sans altérer le résultat final et, par suite, que l'on a 
toujours identiquement 

X='YP(*) = YPX"{'Si); 
k différence (I>pi — «I»,. qui est une somme d'expressions tic la forme 

àx^ \y^ [X= Y^ (<I>) - Y^ X= (<!.)] 
est donc identiquement nulle. 

38. Tout ceci peut être étendu, en employant le langage hypergéo. 
métrique, aux systèmes complets à un nombre n de variables. Nous 
appellerons multiplicité àp dimensions l'ensemble des points dont 
les coordonnées x,, x^, ..., ic„ sont des fonctions de p paramètres 
indépendants. Une multiplicité à p dimensions sera définie par 
(n — p) relations 

=>, (œ„ ...,x,.) = 0, ..., ç.„_p(x„...,x„)^0 
entre les coordonnées du point. D'après cela, une courbe est une 
multiplicité à une dimension et une surface une multiplicité à {n — 1) 
dimensions. Si n >- 3, on aura en outre des multiplicités à 2, 3, 
..., n — 2 dimensions. 

Considérons alors un système jacobien 

à H variables. Nous savons qu'un tel système admet n — q intégrales 
distinctes ç,, a^, ..., ç„_j. Nous appellerons multiplicité caractéris- 
tique la multiplicité d'ordre q définie par les équations 

□ù Cj, Cj, --., C„_2 sont des constantes arbitraires. Par chaque point 
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de l'espace x,, ..., œ," passe une telle mullijilicitB 

et l'espaœ à n dimensions se trouve ainsi décomposé en ce"-" multi- 
plicités à q dimensions. Considérons la surface intégrale 

F(?„ç„..,,._,) = 0, 

et un point x",, x",, ..., xH de cette surface: on aura 

F(ç;,çi, ...,,:^,) = o, 

ce f[ni prouve que la multiplicité caractéristique 



qui passe au point xl, xl, ..., x2, est située tout entière sur la 
surfacp. Donc, si une surface intégrale passe par un point, elle 
contient la multiplicité caractéristique qui passe par ce point. 
Nous voyons en outre que toute surface intégrale s'obtient en asso- 
ciant suivant une loi arbitiaue les multiplicités caractéristiques. 

Un raisonnement tout pareil à celui qui a été fait plus haut 
permet iisément de se lendie compte de l'existence de ces multipli- 
cités Pienons, poui fi\ei les idées, un système complet de trois 
équation-- 

x,(/> = o, x,(/) = o, x.(n = o. 

Par un point quelconque a;^, ..., œj passe une courbe caractéris- 
tique de la première équation X, if) =:::0 (% 23). De tous les points 
de cette courbe partent des courbes caractéristiques de l'équation 
Xj (/) =: 0, dont l'ensemble forme une multiplicité à deus dimen- 
sions; de tous les points de cette multiplicité sont issues des courlies 
caractéristiques de X, (/") = 0, et ces nouvelles courbes formeront 
une multiplicité à trois dimensions. Il est clair que toute surface 
intégrale passant par le point x^, ..., xî contiendra la multiplicité 
que nous venons de définir. Cette multiplicité ne doit pas dépendre 
de l'ordre dans lequel nous prenons les caractéristiques des trois 
équations. En les supposant résolues par rapport à trois dérivées 

partielles - — i -t — > - — î un calcul analogue ù celui qui a déjà été 
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lait nous donne les relations 

X, (X. (f)) - X. (X, (/■)) = 0, (i, È = 1 , 2, 3), 

comme condition'; nécessaire'; et ^suffisantes pour qu'il en soit ainsi, et 
tout ceci s'étend évidemment \u cas d'un nombre quelconque d' équa- 
tions ('). 

On peut lattichtt ti\ urn*^ dejations précédentes une question 
de géométiie qui t fait I objet dun certain nombre de travaux. 
Ktant donnée uul fimdle de ■-uifacts a = f{x, y, z), M, Bouquet a 
remarqué k premier qu il n était pas toujoui^ possible de trouver 
deux autres tamilleb de suifaces ^ ^^ ç (a;, y, s), y ^ '1' {x, y, s), 
formant avec la première un système triple orthogonal. Pour qu'il en 
soit ainsi, il laut e! d suffit comme l'a démontré M. Darboux, que 
f satisfasse i une seule équation lux dérivées partielles du troisième 
ordre (S), éq nlion qui a d abord ete calculée par M. Cayley. 

Supposons en effet que la fimiUe considérée de surfaces S fasse 
partie d'un ssstcne tiiple orthogonal f=a., ç =; p, ij/ ::= y. Soit MN 
la normale i celle des suificcs S qui passe au point M, MT et MT' 
les axes de 1 indicatiice de la =!urfacp S au point M D'après le théo- 
rème de Dupin lune des suifaces S (ç ^^ P) ou S' {-b ^=7), qui 
passent en M, devii etic tangente au plan NilT et l'autre au plan 
MNT; pai exemple S sera tangente iu phn MNT. La famille S 
ctant lonnee, le phn MNT est bien deteiniine des qu'on se donne le 
1 o nt M poui deteimmei la famille S , il faudia donc trouver une 
ian Ile de suiiaces tangenteo en chacun de leurs points au plan MNT 
co lésion laut, ce qui, en geneial, nuus menons de le voir, n'est pas 
ï sible Les coefllClent^ de 1 équation du phn MNT dépendent évi- 
lemment des deiivées premièiea et secondes de la fonction f (œ, y, z) 
et en éi-rivant la condition d'infégrabilité, il est clair qiL'on sera 
co 3 1 ta uoe équation aux dérivées partielles du troisième ordre, 
1 nea le \ ar rapport aux dérivées du troisième ordre. 

En p enant de même le plan MNT', il semble qu'on obtiendra 
ne velle équation du troisième ordre. En réalité, ces deux 

(t) Pour plus de détails sur ce sujet, voir Sophns Lie, Tlimiie det' Ti-misformùdauggrappen, . 

p. 33 et SQlTOQtCS. 

fl Diirboux, Sur ta siirfacu oiihosonalCJS (AiianUs rfc l'École ncnmîe svpèHcure, i"> Série, 
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équations se réduiront à une seule; cela résulte île la proposition 
suivante : 

Lorsqu'on a deiix familles de surfaces se coupant mutuellement 
à angle droit, et suivant des lignes de courbure communes, il 
existe nécessairement une troisièine fam,iUe de surfaces qui forme 
avec les deux premières tm système triple orthogonal ('). 

Exemples. — Intég^rer les équations au-ï différentielles totales : 

1° œ, (^5 — -1) (Xj — 1) rfXj -b iCj (a;, — 1) {x^ — 1) dx^ 

+ x^ (x, — 1) (x, — 1) dx, — 0, 



" 


t 


^s 


3 


2a., 


^ 


' 




^S; 


da). 


.- 


X^X^ 


dx,~ 


^x,x. 


dx, = 0, 




i, 






'. + ~ 


, log x._ 


— rfxj 


ce, a;. 
+ -icolg- 

3^i ^^ 




, !og X. 


, i. 
















--S 


p cotg — dœ, 
(Collet.) 


,^( 



ij" Étant donné le systonie comploieraent intû^fiible 
! dz =p dx + q dy, 

\ dp =L {a^p -H a^q + OjS) dx + ih^p -H h.^q + h^z) dy, 
{ dq =:: (i),p 4- ijî + &3ï) dx -h (cip -H c^q -h e^z) dy, 

où ai, bi, Cf sont des fonctions des seules variables indépendantes x 

et y; si on connaît trois solutions linéairement distinctes s,, p,, <{,; 

^1' Pi' 92' ^3! J'ai ?3' l'intégi-ale générale est de la forme 

C^, C^, Cj étant trois constantes arbitraires. 



(A M 



[il Darijoux, 't'Morie ijfiiénk des .mrfaci 
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CHAPITIIK IV 



Équations de forme quelconque. Généralités. Métliode 
de Lagrange et Charpit, 

39, Considérons vine famille de surfaces, ilépendant de deux 
paramètres a et h, définie par l'équation 

(1) ï (x, y, -., o, i>) = 0. 

De l'équation (1) on tire, en supposant a et !î constants, 

et l'élimination de « et de h entre les équations (1) et (2) conduit 
en généi'al à une seule relation 

(3) Fix,y,z,p,q) = Û, 

qui constitue une équation au.ï dérivées partielles du premier ordre 
à laquelle satisfont toutes les surfaces représentées par l'équation (1). 
Lag;range a montré que la connaissance de la fonction V suffit pour 
trouver toutes les intégrales de l'équation (3). En effet, puisque la 
relation {3} est le résultat de l'élimination de a et 6 entre les équations 
(1) et (2), intégrer cette équation revient à chercher trois fonctions 
E, a et 6 de a; et y satisfaisant aux équations {!) et (2), Or, si on 
différentie l'équation (i) en tenant compte des relations (2), on aura 



(4) 



I da àx db dx'^ ' 

, àa ây "^ àb ùy~ ' 
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et le système des équations (1) et (^i) sera équivalent au système des 
équations (1) et (2). Nous sommes donc ramenés finalement à trouver 
trois fonctions z, a et b vérifiant les trois équations ('!) et (4). On 
peut satisfaire aux équations (4) de plusieurs manières : 

1° En laissant œ et b constants; s sera alors donnée par l'équa- 
tion ("1) et nous trouvons la famille des surfaces dont nous sommes 
partis. Cette intégrale a reeu tic Lag^range le nom d'intégrale 
complète. 

2° En prenant des valeurs de z, a, b satisfaisant à l'équation {'!) 
et, en outre, aux relations 



da ' rib 

En éliminant « et !; entre ces trois équations, on obtient une iutéi^rale 
qui ne contient rien d'arbitraire et qui a été appelée par Lagrange 
intégrale singulière. 

3" Si — et — ■ ne sont pas nuls tous les deux, on aura 
<)a dh ^ 

D_(MO _„ 

D(T,y)~ ■ 

Il existe alors une relation entre a et h. Supposons i"[u'elle contienne h, 

b^a{a); 
on aura une intégrale en éliminant anib entre les trois liquations 

où f désigne une fonction arbitraire; on obtiendra ainsi une intégrale, 
dépendant d'une fonction arbitraire, que Lagrange appelle intégrale 
générale. 

D'après cela, il semblerait donc qu'il y a trois catégories distinctes 
d'intégrales : les intégrales complètes,, les intégrales généi'ales et 
l'intégrale singulière. Il n'en est rien, car il est facile de montrer 
qu'il n'y a pas de différence essentielle entre l'intégrale complète et 
l'intégrale générale. En effet, d'abord il est clair qu'il y a une infinité 
d'intégrales complètes qui penveat se déduire de l'intégrale générale. 
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Prenons l'intégrale g-éiiérale obtenue en. posant 

b = o{a, a', h'), 

y étant une fonction donnée dépendant de deux paramètres ai-bitraires 
a' et b' ; cette intégraSe sera donnée par une relation de la forme 

V, (^, y, r, «', b') — ù 

et dépendra, en général, de deux paramètres; ce sera donc une 
intégrale complète. L'ancienne intégrale complète qui con'e.îpond aux 
valeurs «„, 6„ sera maintenant l'intéRrale générale qu'on obtiendrait 
en partant de la relation 

h^^ o (fflç, a' , b'). 

Géométriquement, le procédé de Laftrange peut s'énoncer ainsi : 
Parmi le? inté„iale^ complète? on pi eut une suite simplement inflnie 
de suifaces en étaWi^sint une relation àrLitiaiie entre « et b 
L'enveloppe de ce? surface? constitue une int giale générale. Au 
contraiie la '%olution sm^ulièie ? obtient en prenant l'enveloppe de 
toutes le? iniégraîes complète? quand « et & \arient de toutes les 
manières possibles. Il est clair que cette intégrale singulière sera 
l'enveloppe de toutes les autres intégrales, tant générales que 
complètes; eîle sera donc la même, quelle que soit l'intégrale 
complète d'où l'on est parti. 

Considérons, comme exemple, l'équalioa de Glairaut généralisée 

(A) Z=:px -i- qy -h f{v,q), 
qui admet l'intégrale complète 

(B) z^asc + i.y + /■{«, &), 

formée d'une famille de plans dépendant de deux paramètres. Ces 
plans enveloppent une certaine surface 2, non développable. Les 
intégrales générales seront des surfaces développables circonscrit es 
à S- L'intégrale singulière est la surface S elle-même. Il est alors 
aisé de vérifier que par toute courbe (C) de l'espace passe une 
surface intégrale, car l'enveloppe des plans, passant par les tangentes 
de (C) et tangents à la surface 2, est une surface développable, passant 
par (C), et circonscrite à 2. On peut vérifier aussi sur cette équation 
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qu'il y a «ne inûaité de manières d obtenu une inté^iale compkte ; 
par exelVifilej les cylindres circonsciiis a S ou les oSnes circonscrits 
à S et dout le sommet est assujetti à lester sur uue siirlace donnée 
sont des intég^rales de l'équation (AI dépendant do deux parimetres, 
c'est-à-dire des intégrales complète^- Nou-, a^ons iinsi le moven 
d'intégrer toutes -les équations de U fonn'' 

qui expriment une propriété du plan tangent. Gomme cas pai'tieulier, 
il pourrait arriver que la sur/ace S se réduise à une courbe T; 
l'intégrale singulière disparait, ou plutôt se réduit à la courbe r. 
Enfm, si la courbe V est rejetée à l'iuflni, l'équation prend la forme 

F(p, g)=.Û; 

elle admet pour intégrale coriplete t us lea plans parallèle au\ plans 
tangents d'un certain cône et I intégrale géneiale et foimee le 
développables dont les géncratriees lont paiallèles a celles de ce cône. 

40. En résimié, l'intégration de 1 equition (3) e t lanenée a la 
détermination d'une intégnle complète les théoième'i (,enèiau\ de 
Gauchy nous apprennent d aillcur a j. lo î qu il existe ime mfinilé 
d'intégrales de cette espèce 

Lagrange (i) a donné le moyen de ramener une équation non 
linéaire à trois variables à une équation linéaire; la méthode a été 
ensuite perfectionnée par Charpit (-). Le procédé de Lagrange repose 
sur la remarque suivante : étant donnée une équation 

si, par un moyen quelconque, on est parvenu à ti'ouver une valeur 
de p dépendant d'une constante arbitraire a, telle que l'équation 

dz=:p dx ■ir..f^(x, y, s,p) dy 

soit complotement intégrable, l'intégration introduira une nouvelle 

|1) Uimoiresde F Académie ie Berlin, 1T73; (Emtes complètes, t. III. 

['1 Le mémoire de CharpW. présenté on nsi à l'Acaiiémlo des Sciences, n'a pas été publié. 
Voir Lacroix, Calcul iUfféresliel et intégral, t. Il, 3« Édition, p. 548; Jacolii, Jounal île Crelle, 
t, XXUI; Gesimmells IVeiJc, t. IV, p, -ijl. 
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constante b et on aura une intégrale complète. Cette remarque lùen 
simple permet déjà d'intégrer des équations assez compliquées. 
1" Soit une équation de la forme 

si on prend p =::^ a, a étant une constante arbitraire, l'équation 

dz = adx + a (ffl, y) cly 
donnera une intégrale coniplèlc 

z^ax+J',(a,y)dy-^ b. 

Les équations de la forme 

f{z,p,q) = 

se ramènent facilement à ce cas. 
2" Considérons l'équation 

f(;c,p) = fl{\hqy, 

posons 

a désignant une constante arbitraire. On on tire 

p = ^{x,a), q = ii{u^ '"0; 
l'équation aux différentielles totales 

dz = <,(x,a)dx + ^,{j,,a)d!j 
donne une intégrale complète 

» =/? (^, «) 'i= +/?■ (.V, ") i'J + t- 

41. D'une façon générale, pour trouver .une întéijralo complète 
d'une équation quelconque du premier ordre 

(6) F (x, y, z, p, q) = 0, 
proposons-nous de lui adjoindre une équation 

(7) 'I.{:c, y, z, p, î)^0, 
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telle que si on tire p, q des équations (6) et (7), 

p — o{x, y, z), q — 'i,(x, y, z), 

Toqua ti on 

dz :^p dx + q dy 

soit complètement intégrable. 
Il faudra pour cela que l'on ait 

(8) ?*T" = P- + Tf- 

^ ' ày dz âx âz ^ 

D'ailleurs, en différentiant Ica équations (6) et (7), il \'ient 

/ àF àFdp àFàq^^ 

\ dx âp àx àq âx ' 

j ()<I) d'I" dp d^dq _ 

\ dx dp dx dq dx ' 

en y considérant x, y, z comme des variables indépendantes et p, q 
comme des fonctions de ces variables. On déduit de là 

D (F, ^) D (F, ^) àq_Q 
D"(^7 "^ D {q, p)dx~ ' 

ot on trouve de même 

D(F,<P) T){F,i') dq D(F,'&) D(F,'P)dp D (F,0) i){F,1->)dp 

D{z,p)'^B{q,p)dz- ' I>{z,q)'^J){p,q)dz ' D{i/,q)'^^(2:>,q)dy ' 

Posons, pour simplifier l'écriture, 

àx ày dz ûp dq 

et remplaçons dans l'équatlou (8) tt— i -— > -r— i t— parleurs valeurs : 
^ ' ^ ^ ' dy d: dx dz'- 

on trouve que '!• doit vérifier la relation 

Pour que la condition d'inté^rabilité (8) soit satisfaite, il suffit que 
cette équation soit vérifiée en tenant compte des relytions (6) et (7). 
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II en sera de même « fortiori si l'équation (9) est vérifiée identique- 
ment. Oiiconnaîtdéjàuneintégraledecetteéqiiation, F(a;,i/, E,p, g); 
supposons qu'on ait trouvé une autre intégrale 9»; les deux équations 

F = et 'l^ — a — O, 
où a désigne une coiisLaiite arjjitrairc, déterminenl dos fonction;; p 
et q de X, y, z telle.? que l'Équation 
(10) dz = p dx -h q dy 

soit complètement intégratle, pourvu que F et "I' soient des fonction.? 
distinctes de p et de q. En intégrant l'équaiion (10), on introduira 
une nouvelle constante arbitraire b, et la fonction 2 de ic et y ainsi 
définie sera une intégrale complète de l'équation (6). Trouver une 
intégrale de l'équation (9), cela revient à trouver une intégrale du 
système 

dx <iy ___ *"'= — '^P __ ~ dq 

y ) ^ - Q- — Pjj 4- Qg - X + îjZ " Y + ^/J 

dont nous connaissons déjà une première intégrale 

F {x, y, z, p, q) = C^, 

et qui, par suite, se ramène à un système de trois équations différen- 
tielles du premier ordre. Cette intégrale une fois trouvée, il ne reste 
plus qu'à intégrer une équation du premier ordre pour achever le 
problème. 

Ex'ejipt.K. — goit l'équation 

pq — z — 0, 
le système (11) est alors 

dx dy dz dp dq 
q ^ p ^ 2pq^ P ~ q 
On a l'intégrale première 

P^y — a; 
on en tire l'équation aux différentielles totales 

dz^{y-a)dx + ^^. 
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d'où 

dz z dij 

Donc 

= = (x-!,)(i,-a) 

est une intégnilo comjilète. 

Toutes les fois que l'équatioii (6) eai de la forme 

1^ deux dernières équations (Id) donnent immédiatement iiiio inté- 
grale de ce système, p = «5. L'équation 

F (j, »,, 5) = 
donne alors 

on est conduit à l'ôquation 

dz^io (a, z) [« rfa: H- y], 
et E s'oljticnt par une quadrature 



J ? (o, ï) 



+ y -h &. 



Remarque. — Si 


l'équation 


(6) oe TOntient pas z, c'cst-à- 


dire si 


elle est de la forme 














F(^, 


y, P, i) = 


0, ■ 






on cherchera une fonction -!>, 


cf^aiement indépendanie 


rfe 


3, lui 


sera déterminée par 


l'équation 










^S 


-^ 




d5 






On a, alors, à intégr 


er le système 








dx dy 
P Q " 


X 


-d, 
ï ' 






dont on connaît une 


intégrale 












F = C», 
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et qui, par suite, se ramène à un système de deux équations diffé- 
rentielles du premier ordre. Uae fois qu'on aura trouvé une intégrale 
de ce système, on aura z par une quadi-atiire (^). 

42. Considérons, maintenant, d'une manière plus générale, une 
équation définissant z en fonction de n varialiles x^, œ^, ..., j;„, 
pX de n paramètres «,, a^, ..., a„, 

(12) V(z,i„x„...,x.,o„a„.., ■.,) = 0. 

Si on attribue à ces paramètres des valeurs coustantHS, on dùiluîl ilc 
)' équation (-12) 



{n -J- 1) équations (12) et (13) conduit, en général, à une seule 
relation 

(14) F {z, j;,, x^, .,., x„, J3|,Pj, .-., )3„) =; 0. 

Lagrange désigne encore sous le nom ^'intégrale complète de 
l'équation (14) l'intégrale définie par l'équation (12). Nous allons 
montrer que, comme dans le cas de deux variables indépendantes, 
la connaissance d'une intégrale complète permet de trouver toutes 
les autres intégrales. 

Puisque l'équation (14) est le résultat de l'élimination de a^, a^, 
,..,«„ entre les équations (12) et (13), intégrer l'équation (14) revient 
à trouver toutes les fonctions z, tt„ ctj, ..., «„ des variables x^, x^, 
..., a;„ qui satisfont aux équations (12) et (13). Ces fonctions satisferont 
évidemment à l'équation obtenue en différentiant l'équation (12) ; et, 
en tenant compte des relations (13), on en conclut qu'elles satisfont 
à r équation 

(15) ÇLaa,^'laa.^...+Ç,a. = 0. 

Il est bien clair, d'ailleurs, que le système des équations (12) et (13) 

(1) Jacobi, Yortesunsai Hier Ui/itimil,. |i. H[i. 



y Google 



CHAI'. IV. — ÉQUATIONS PE FORME QUELCONQUE. 95 

est équivalent au système des équations (12) et (■15); on est donc 
ramené à trouver des fonctions z, a„ «j, ..., «„ satisfaisant aux 
équations (12) et (-IS). On peut satisfaire à ces équations de plusieut^ 
manières : 

1" En prenant a^ ^^ C*^, a, ::= C'°, ..., r(„ =1^ C". On retrouve 



l'intégrale complète à'o 


ùTon est paiti. 




2" En clioisiysant z, a 


;,, ffl,, ..., a„ de fanon que l'on ait s 


■i milita- 


nément 


V = 0, 




4^=0. 


^=0, ..., |I = 0; 





en éliminant «,, n,, ..., a„ entre ces n -h 1 équations, on trouve une 
intégrale z qui ne contient rien |d'arbitraire et qui a été appelée par 
Lagrange intégrale singulière. 

3" Si l'une des quantités -r— est différente de 0, l'équation (15) 
exprime qu'il existe au moins une relation entre les n quantités 
«j, (ïj, ..., «„. Supposons, pour prendre le cas général, qu'il y ait 
k équations distinctes (&>; 1) entre les quantités a^, a^, ..., «„ et k 
seulement : 

(16) f,ia„a„...,a„)=0, ..., f, («„«„,..,«„) ^ 0. 

Les différentielles da,, da,, ..., da„ satisferont alors aux relations 

df^ — 0, (//;— 0, ..., df,, = 0, 

et à celles-là seulement; donc, la relation (15) doit être Tinc consé- 
quence de celles-ci et on doit pouvoir trouver k facteurs ).i, >.„ , . . , X,. 
tels que l'on ait identiquement 

d\ OV 

-— da^ 4- ... -h -— da„ — \ df, + ... + \ df,,, 
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Les équations (12), (16) ei (17) sont au nombre de )i + fe 4- 1; il y 
aura donc, en général, un système de fonctions z, (tj, a^, ..., a,„ 
\, \, ...,7,4 satisfaisant à ces équations. En éliminant a„ a^, ..., a„, 
\, \, ..., \ entre ces équations, on aura donc une relation qui 
donnera une intégrale z dépendant de fe fonctions arbitraires. C'est 
Y intégrale générale de Lagrange. 

ExEMPLf:s. — \° Considérons la fonction 

c ~ a^x^ + ffljXj + ... 4- a„a;„ + /■(«,, «j, ..., «„). 
Cette fonction satisfait à l'équation du premier ordre 

z ^^p^x, ~i- p^Xj + ... +ii«x„ 4- /'(PiiPj, ..., p„), 
qui est l'équation de Clairault généralisée, et elle en est une intégrale 
complète. On pourra donc eu déduire toutes les autres intégrales de 
!a même équation 
2" Toute équation de la forme 

admet pour intégrale complète 



où. b désigne une constante liée aux constantes arbitraires a,, «j, 
..., ci^-t parla relation 

F («„«„...,«„_„&) ^0. 

Remarque. — D'après ce qui précède, nous voyons que, si A = 1, 
on a une intégrale générale dépendant d'une fonction arbitraire de 
(n — i) variables; pour k=:% l'intégrale dépend de deus fonctions 
arbitraires de (ii — 2) variables, etc.. Il semble donc, au premier 
abord, qu'on ait ainsi (n — 1) catégories distinctes d'intégrales 
générales. Nous montrerons plus loin qu'en réalité il n'y a aucune 
différence essentielle entre ces diverses intégrales. Nous ferons voir 
aussi plus tard que l'intégrale que Lagrange a nommée singulière 
satisfait aux équations que nous avons prises plus haut pour définition 
des intégrales singulières (§ 14). 

43. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que l'éliminatiott 
de tti, ttj, ..., a, entre les équations (12) et (13) ne conduisait qu'à 
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une seule relation entre s, x^, ..., a;^, p„ ..., p,. Les raisonnements 
qui précèdent ne sont valables que si cette condition est satisfaite. 
Il est donc utile, étant donnée une intégrale qui dépend de n para- 
mètres, de savoir reconnaître si c'est une véritable intégrale complète. 

('12') z :^ 'I' (x„ ..., x„, a^, ,.., «„) 

une intégrale cooLenafit n paramètres; les relations (iS) pretidi'ont 

alors la forme 

,,^„ à<ï> d<P 

i" Supposons (jue le déterminant fonctionnel 



D(a„«„...,a„) 

soit différent de 0; on pourra résoudre les équations (13') par rapport 
â «1, «3, ..., a„ et en portant ces valeurs dans l'équation (12') on 
aura une équation et une seule qui contiendra explicitement z. 

2° Supposons I ^= 0; tous les mineurs du premier ordre de I ne 
pourront pas être nuls à la fois, car sans cela on pourrait déduire 
des relations (13') cîcMa; relations au moins entre ce,, ■.■,3;„,j?„ ,..,îi„. 
Supposons, par exemple, que le mineur 






d<^ ' 



D («„ «5, ..., a,i-i) 
soit différent de 0; on pourra résoudre les équations 



Il portant ces valeurs dans 



„ disparaîtra. On aura ainsi une relation 

F (Xj, X,, ..., x,„ Pi, p,, ..., p„) = 0, 
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qui ne contiendra pas z. D'ailleurs, il faudra qu'en porlant les valeurs 
de «j, «g, ..., (E„_i dans l'équation (12') a„ ne disparaisse pas, car 
sans cela on aurait une nouvelle relation entre ;, a^j, ..., a;„,î)i, ...,p. 
Il faut alors que le déterminant 



D(«„ 
suit différent de 0. 



ExEJii'LE. — - Coiisidéi'ons !; 



i = V{x, - «,)■ + (,, - «,)■ -h ». - a.. 
Les équations (13') sont alors 

Il est aisé de véiifler que, dans ce cas, tous les mineurs du premier 
ordre de I sont nuls. D'ailleui^, on voit immcdiatemeut que z satisfait 
aux deux, équation s du premier ordre 

Jj; -\' 'p\=. -1, \}^ = i. 

44. Cûn^iidérons en pLirticulier les équations dû la forme 

¥{x„x^, ..., a!,„î^i,P3, ...,^„)=:0, 

qui ne contiennent pas z. Si on connaît une intégrale dépendant 
de (n — i) constantes arbitraires, on aura encore une intégrale en 
ajoutant à celle-ci une constante arbitraire quelconque. On aura alors 
une intégrale de la forme 

: ^ (I> (a::^, x^, ..., x„, a^, a^, ..., fl„_i) + a„. 

Poui- que ce soit une intégrale complète, on voit de suite, d'après ce 
qui précède, qu'il faut et qu'il sufflt que l'un dos déterminants 

fonctionnels de (n — 1) des quantités -— ) par rapport à a^, a^, 
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_i, soit clilleient de 0, par lîxemplii que l'on ait 



D ~,-^, 



DK 



«._.) 



£0. 



Ceci nous permet de compléter ce que nous avons dit (§ 16) sur 
l'artifice employé pour faire disparaître la fonction inconnue dans 
une équation aux dérivées partielles du premier oi'dre. 
Étant donnée une équation du premier ordre 

(18) .F (z, x„ X3, ..., x^, Pi, p^, ---lîO = 0, 

à n vai'iables, contenant la fonction inconnue z, nous aw 
que la recherche d'une intégrale donnée par l'équation 

Y{z,x„x„ ...,x„} — 

tie rauiène à l'inLégraLion de l'équation 

<?¥ ^V 

(W)Fl 



.,(§-lfi) 



dY 
dz 



!?V 



à (n + 1) variables, qui ne contient plus la fonclion inconnue V, et 
que ce procédé pouvait laisser échapper les intégrales singulièi'es. 
Nous allons montrer que, si on connaît une intégrale complète de 
l'équation (19), on en détlutra une intégrale complète de l'équa- 
tion (18). En effet, soit 



V (:, œ,, ..., œ,,, «I, 

une intégrale complète de (iO), et ? 

que l'on ait 

/^ ^ 
\dx,' dx^' ' 



13 



D(«, 



i,, ..., a,) -1- ((,,+ 1 

qiposons, d'après ce qui précède, 



= 0, 



,«,.) 



je dis que V =: donnera une intégrale complète de l'équation (18). 
C'est bien, en effet, une intégrale de (18) dépendant de n paramétres 
arbitraires; de plus, le déterminant fonctionnel des premiers membres 
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des équations (13) correspondantes, par rapport à cij, «j, ..., a„, n'est, 
pas identiquement nul, car si on y fait p,=p^i^ ... =p^ = 0, ce 
déterminant se réduit au précédent qui est différent de 0. 

45. Tout ce qui précède nous monti'e donc que l'intégi-atioii 
de l'équation (14) est ranienée à la recherche d'une intégrale complète 
de cette équation. Supposons l'équation (14) résolue par rapport à p„ 

(20) p^ tr; f{z, çc,, X,, ..., X,, p,, .,., Jïji-j); 

pour avoir une intégrale complète, il suffira de pouvoii' trouver des 
fonctions p^, p^, ..., p„^i de s, ce,, a;^, ..., x„ et de {n — 1) para- 
métres a„ fflj, ..., a„_, telles que l'équation 

(21) dz — p, dxi -t- Pj dx^ + ..., H- p„_i d.f„_, + fdx„ 

soit complètement intégrable. L'intégration de cette équation intro- 
duira une nouvelle constante arbitraire a„ et on aura ainsi une 
intégrale complète. 

Il y a des cas simples où l'on voit immédiatement une solution. 
Considérons, par exemple, une équation de la forme 

/■,(}'„«.) f,fc, «.)... f. (p., ».) = ■!; 

posons 

fi (Pi. »i) = «1. •■■. r'.-ï(p.-i, i.-i) = o._i, 

''■'•>'■' '•^ = 7nrriiZ'.' 

En résolvant par rapport kp„ p^, ■■■> Pn^ on en tire 

jj, ^z: ^i (x'„ a,), ..., p„ = o,^ (x,„ a, «„ ... «ii-i), 
la fonction 

c — /çjj (;c„ «,) cJa:, + ... + /ç„_,(j:„_„ a„_,) dx„^i 

+ j<f,i (a;», «1 «3 ■■■ ««-]) (îa^„ + a, 
>iera une intégrale complèic. C'est ainsi qu'on trouve pour l'équation 
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l'intégrale complète 

2î =; II, iT.^ -+- ... -H £(„_iX,^_i H ^ H a„. 

D'une manière générale, pour étendre la méthode de Lagrange et 
Charpit aux équations à plus Se trois variables, il conviendra de 
poser le problème comme il suit : étant donnée l'équation F = 0, 
trouver n — 1 autres relations entre s, a;,, ..., x^, p„ ..., p„, 
contenant chacune une constante arbitraire, telles que les valeurs 
de p,, ..., p„ déduites de ces n relations rendent l'équation 

dz ^^ p^ dx^ + ..: + p^ dx„ 

complètement iniëgràble. En réaUté, cette extension n'a été faite 
que longtemps après Lagrange; elle constitue la seconde méthode do 
Jacobi, qui sera exposée dans un des chapitres suivants. 

Exercices. 
-1" Trouver une intégrale complète des éqiiations 
F(; — px, y, p, q) — 0, p' + g' — '2px — 2qtj + 2xy =0, 
p^ -h q^ — ^px — 2(/y -f- 1 =:; 0, 



2(p, 


-h 


PU 


+ 9 


x) + 


X' + y- 


= 0, : 


'P' 


+ 


VI' = 


2p5, 


■•' (P" 


-i- 


9') 


^x' 


P'- 


, 9 = 
- '/<! — 


■xp + p' 
x°- — y^- 




P 


= (9» 


+ =)■, 



2" Trouver les surfaces dont les normales appartiennent au com- 
plexe de droites formé par les normales à une famille de surfaces 
homofocales du second degré. 

3° Trouver les surfaces telles que la trace de la normale sur un 
plan fixe P soit à une distance constante l de la trace du plan tangent 
sur le même plan P, 
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CIÎAFITliE V 
Méthode de Ca«chy. Caractéristiques, 



46. La première mùthode ;i'éiiérale tl 'intégration des équations 
aux dérivées partielles du premier ordre est due à Pfaff (i). Consi- 
dérant la question comme un cas particulier d'un problème plus 
général, il l'amène la solution de ce nouveau problème à l'intégration 
complète de plusieurs systèmes d'équations différentielles simultanées, 
d'ordre 2)î — 1, 2k — 3, ..., S, 1. Peu de temps après, en 1819 (S), 
Cauchy a donné une méthode beaucoup plus simple en montrant 
que, pour le problème spécial de l'intégration des équations aux 
dérivées partielles, il suffisait d'inlég^rer le premier système que l'on 
rencontre dans !e procédé de Pfaff. Nous allons exposer cette méthode 
de Caucby- 

47. Considérons d'ubord l'cqi.iaiion à trois variables 

(1) F (a,, i/, i, p, 5) = 0, 

et proposons-nous de trouver l'intégrale de cette équation qui, pour 
rc = a;,, se réduit à une fonction donnée de ;/ 

Remarquons, de suite, que si nous remplaçons x et y par doux 
nouvelles variables indépendantes a et 0, intégrer l'équation (1) 



(■| Abhnndlmiiien dcr Betiiner Akademie, 18U-18!I1. 
PI Hulktia lie la Sociélé Philomelliiiiuc, p. lO-ai. Lo Jlftmiiii'c 
ropfoduil ot compléta dans Ie loino U des E.i-erci.ces d'Aiieignc et tic 
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revient à Iroitver cinq fonctions x, y, z, p, g de j: et de [3 vérifiant 
l'équation (1) et la relation 

(5) lU =p dx + q dij. 

Caucliy, suivant une idée d'Ampère, conserve la variable x et 
remplace y par une nouvelle variable ti qui sera déterminée plus 
loin. L'équation (2) s'écrit alors 

dz , dz , , /Oy , àii , \ 

-— dx -{- ■— du ^ p dx + q [—- dx -h -~ dii\. 
dx du \dx du ) 

On doit donc avoir 



-x:.^'^ 



du 



D'ailleurs, puisque les fonctions y, z, p, q de x et n satisfont ; 
l'équation (1), elles satisfont aussi aux deux équations (jii'ou ei: 
déduit en la dérivant par rapport à a: et par rapport à u : 

l fjy. f).^ A.^ ,1^ 

\ ou au utt ^/^<, 

II s'agit donc de trouver quatre fonctions y, z, p, q des variables x 
et u satisfaisant aux équations (3) et (4). L'artifice de Gaiichy consiste 
à choisir la rariable w de façon à obtenir un système de quatre 
équations où ne figurent que des dérivées partielles par rapport à la 
variable x. Noua avons déjà deux équations dans les systèmes (3) 
et (4), satisfaisant à cette condition; pour en avoir d'autres, nous 
nous servirons de la relation 

fJxdu^ au dx' 
Des équations (3) on tire 
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d^z dq dy _ _ d-y 
f)uâx ~ dx <)n '"■' àudx' 


et, par suite, 






Op àq ày âq dy 



Portons les valeurs de ■^ et — — dans la seconde des relations (4); 

àq 
' du 

d%i\___ ojzj àv L àx_\ 

Choisissons alors la variable tt, de façon que l'on aii 

ox 

ce qui est toujours possible; en effet, sur une surface Intégrale 
déterminée, P et Q sont des fonctions déterminées de x et y ; si on 
considère cette équation comme une équation différentielle entre y 

et X et si 

i^ {x, y) — C*» 

en est l'intégTale générale, il suffira de définir la nouvelle variable u 
en posant 

4 (,x, V) = II («0, 

n étant une fonction quelconque. La variable u étant choisie ainsi, 

dy 
comme — r 

que l'on ait a 



En ajoutant ces deux nouvelles équations aux deux premières des 
équations (3) et (4), on voit que les fonctions y, z, )3, g de se et de u 
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satisfont au système d'équations 



-z-~ 


= Q, 




^ë= 


= Pp + 


Qî, 


^^^ 


= -Y- 


-,z, 


^^.= 


= -X- 


-j,Z. 



La variable u ne figurant pas dans ces équations, les intégrales y, z, 
P; q ne peuvent dépendre de u que par l'intermédiaire des valeurs 
initiales y,,, z„, p^, q^ correspondant à la valeur x^ de x. Les 
équations (5) peuvent s'écrire 



(5') 



' Q ■ 



nous retrouvons précisément le système auquel on est conduit dans 
la méthode de Lagrange et Charpit. Ces équations (5'), comme nous 
l'avons déjà remarqué, admettent l'intégrale évidente 

F {^, y, î, P,q) = 'P (^0. V„, ^o> Poi <!<,)■ 

Si donc les valeurs initiales satisfont à la relation 

(6) J{x„y„z„r„q,) = 0. 

les fondions y, :, p, q vérifieront l'équation 

F{œ, y, z,p, q) — 0. 



Soit alors 
(7) 



' y — fi i'^, ^<i, Vt, ^n, Pu. ?o)^ 



les formules qui représentent les intégrales du système (5), correspon- 
dant aux valeurs initiales y^, ;„, pj, ^ç, vérifiant l'équation (6). Toute 
intégrale de l'équation (1) s'obtiendra en remplaçant, dans ces expres- 
sions, i/(, Su, q^, j3j| par des fonctions convenables de ii, choisies de 
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telle façon que les éc[uatioiia(3) soient satisfaites. Or, la première des 
équations (3) est vérifiée, car c'est une des équations du système (5); 
par eonsér[iient, il faiit et il sufiit que l'on ait 

àz __ dy 

Cauchy satisfait à cette équation en prenant 

!/. = «, .. = ?(«), </. = ?■(..). 

p„ étant déterminé par la condition (6). Pour démontrer que la relation 
précédente est hien vérifiée de cette façon, posons 



dx ' ' âx du 
d'ailleurs, puisque 



à'z _ âp dq ày d-y 

rf^M, ~ JTi "^ dû dx -'' "^ JxTu 

Portons dans -, cette valeur de - — r- ; il vient 
<)x dx ait 

rfU f}p dq ày dq dy 

dx '~~ dtt du àx dx du 

dy dq 
Remplaçons encore, dans cette expression, ï~ ^t f" P'"' '^^"'■^ 

expressions tirées de (5) et nous aurons 

dx P|_ dtt du du duj 

Enfin, puisque les fonctions y, z, p, q satisfont à l'équation 

F {x, y, 2, p, q) = 0, 
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ou 


a, en diffé renflant 


par rapport 






^^ 




et, 


par suite, 










<9U 

àx ~' 




d't 


>ù, en inléf 


jrant, 





.-0' 



XJj désignant la valeur de U pour x = x^. Or, pour x =^ a;„, on a 

"• = 5Î-«-^' = '■(") -?'(•■) = "• 

On a donc, pour toute valeur de x, 

U = 0. 

Remarque. — M. Bertrand a lait remarquer que le raisonnement 

précédent n'est exact que si le facteur e " n'est pas infiniment 
grand. Or, pour qu'il en soit ainsi, il faudrait que / n^^ ^'^'' ^"'" 
même infiniment grand, ce qui ne peut arriver, au moins si on 
suppose X suffisamment voisin de cc^, que si ^ est infini pour les 
valeurs initiales, c'est-à-dire si P„ ^= 0. D'ailleurs, en vertu des 
équations (5'), on a -jy- =^ -jy; on peut dont; remplacer l'intéirrale 

/ — rf« par l'intégrale / tt dy qui restera finie si Q(, est différent 

de 0, et, si Q„ était nul, on prendrait un des dects auti'es rapports 

— dp — dq 

X -l-- pZ' Y + q'l' 

on voit donc que ie raisonnement précédent ne pourra toiiiLer 
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réellement en défaut que si lus valeurs initiales vérifient les quatre 
équations 

P ^ 0, Q —.0, X -h pZ — 0, Y + qZ^O. 

S'il en est ainsi, le facteur considéré pourra réellement être infini. 
Mais si on laisse à la constante x^ et à la fonction ç (y) toute leur 
généralité, on voit que les seules intégrales auxquelles ne s'applique 
pas la méthode précédente sont celles dont tous les éléments vérifient 
les quatre équations écrites plus liaut, c'est-à-dire les intégrales 
sinf/ulières. 

Exemple. — Prenons l'équation traitée par Caiicliy 
pq — xy = 0; 
le système d'équations différentielles correspondant est 

dx dy dz dp dq 

q ~ p ~ 2pq "■ y ^ œ 

En réduisant au mémo dénominateur pç = a^y et supprimant ce 
dénominateur, il vient 

p dx ^^ q dy ^::= -^ ^:= X dp =z y dq. 

On lire successivement de ces équations 

dp dx dq dy , P n , 9 n j 
-^ := — 7 ^ = — ^ î dz ^^-^ 2x dx ^iz — 2y dy; 



puis, en mtugrant, 

r.^--', t.^v, ''"xj-" "•>-%'•'■' '■'•>■ 

Pour avoir l'intégrale qui, pour x ^= x^, se réduit à tp (y), nous 
pi'endrons y. = u, s™ = « (u), g. = o' (m), et, par suite, p^ =. — ^ • 
L'intégrale demandée sera représentée par les équations 
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qui peuvent encore s'écrire 

[!-o(..)].'(») = »(x'-x;); 

OU remarqaera que, si on regarde u comme un paramètre variaJjle, 
la seconde équation est la dérivée de îa première par rapport à ce 
paramètre. 

48. En énonçant les résullate obtenus en langage géométrique, 
nous pouvons dire que nons avons déterminé une surface intégrale 
passant par une courbe plane donnée, située dans un plan parallèle 
au plan des ys. Nous avons vu qu'on pouvait se proposer, d'une 
façon plus générale, de déterminer une surface intégrale passant par 
une courbe gauche quelconque. Il est vrai que, par un changement 
de variables, cette question se ramène à la précédente; mais il suffit 
de modifier très peu le raisonnement de Cauchy pour traiter directe- 
ment ce nouveau problème. En effet, il suit de ce qui précède 
qu'étant donnée une surface intégrale S, on peut toujours choisir 
une vai'ialile indépendante u, de telle façon que y, z, p, q, consi- 
dérées comme fonctions de x et de u, vérifient les équations (5). 
Ces fonctions y, z, p, q ne pourront dépendre de u que par l'inter- 
médiaire des valeurs initiales ic^, y^, z^, p^, g„. Cauchy supposait 
que a!„ était pris constant, mais cette restriction n'est évidemment 
pas nécessaire. 

On voit d'abord, comme plus haut, que les valeurs initiales doivent 
vérifier la relation 

F{x„y„z,,p„q„)^0, 
ce que nous supposerons toujours. Soit alors 



f,{', 


y,' 


■,v, 


g, a^o' 


y„ 


'., p.. î.) 


= 0, 


/=(^, 






a^o' 




■ ■ 9.) 


= 0, 


r.i^, 






. a^oî 




• ■ 5.) 


= 0, 


f.(.i, 






. f„ 




■ • ?o) 


= 0, 



les formules qui donnent les intégrales du système (5), correspondant 
à œs valeurs initiales. Toute intég'rale de l'équation (1) sera donnée 
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par le système (8), pourvu que x^, j/p, s„, p^, q^ soient des fondions 
convenahleinent choisies de M. 
Ponr plus de syraétne dans les calculs, posons, avec M. Darboiix, 

dx — dq 

£ désignant une \arialjle auxiliaire dont nous supposerons la valeur 
initiale égale à 0, ce qu'on peut toujours faire. En intég;raiit ces 
équations, on trouvera un système de la l'orme 



. = = ?.(«,.-„ 



]. l'u S.). 
■ 'lA 



qui sera équivalent au système (8). Ces cinq Ibnctions vérifient la 
relation 

1^ (x, y, z, p, q) = 0, 

puisque F ^= C^" est une intégrale du système considère ; on a aussi 

dz dx Ou 

Pour que les équations (9) donnent une intégrale à l'équation (1), il 
suffira donc que ces fonctions vérifient la relation 









1)1 




îr-'' 


d',J 
1)11 dl 


dp dx 
Jl du 


dq d y 
dt du 


Mais on a 


,11S« 




















Tt 


7=p - 


u dt 


à- 


IL + Ùl 

dt du 


dx 


dq 
au 


dt' 


et, 


par conséquent, 
























,>pàx 
dt du 


dq du 
du dt 


dq 
1)1 


du 
di 
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dx dp du dq • 
lîempiaçoiis -r- ' " "' — ■■■ 

Q et— (Y H- gZ); il vient 
dt du du t 



iju au dit 



dt 

Dune, en iiiténranl, 

U = U, 

Pour que U soit nul, il faut et il suffit que 

U„ — U, 
c'est-à-ilire ([no l'on ait 

Dans ce cas, l'o)>)ectioii de M. Bertrand ne se présente plus, car 

j — Z dt reste toujours iini, pourvu que Z reste fini, ce que nous 

supposons. Mais pour que le système (9) soit équivalent au système (8), 
iî faut que tous les dénominateurs du système (5') ne soient pas tous 
nuls, pour les valeurs initiales, car aloris la seule intégrale serait 

et le système (9) ne serait plus équivalent au système (8). 

Cherchons maintenant à déterminer une surface intégrale passant 
par la courbe gauche 

■. = !(..), » = i,.(»), 2 = ,(..). 

l! suffira dû prendrjî pour 3J,, y,, ?„ les valeurts >. (îi), |j, (u), v (îl); 
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■p^ et Çu seront déterminés par les équations 

r{).(«),^(..),v(u),p.,5.) = 0, 
.'(»)=ftV(o) + g,i.'{..). 
Les vaicms de Pg et g,, données par ces formules, sont doi:Bloppablea 
au voisinage de w ^ u^ si le déterminant fonctionnel 

n'est pas nul pour ce système de valeurs. 

Les (lous premières des équations (9) pouri'ont alors être i-ésoiues 
par rapport à f et à ti, qui seront des fonctions déveîoppables de x et 
de y, car le déterminant fonctionnel 

D{t, u) dt du du dt 

se réduit au précédent pour ( 33 0, u =: u^. En portant ces valeurs 
dans l'expression de z, on aura pour z une fonction développable 
de X et y. Si ce déterminant est nul, l'intégrale ne cesse pas 
d'exister en général, mais elle présente une singularité au point 
correspondant. 

Dans le cas particulier traité par Cauchy, le déterminant précédent 
se réduit à P^. Si donc P, n'est pas nul, on obtient pour z une 
fonction développable des variables a: et y; ce qui est bien conforme 
au théorème général. 

Remarque. — La méthode de Cauchy fournit aussi une intégrale 
complète, car ou satisfait à la relation 

■ àz„ i)x. à II. 

en prenant œ, 33 a, y^ = ''i ^0 = c, «, b, c étant trois consfantes ; 
jî„ et g, sont liés par la seule relation 

r(o, [.,c,p.,s.) = o. 

L'intégrale ainsi obtenue dépend des trois constantes a, h, c et il suffit 
de prendre pour l'une d'elles une constante absolue pour .ivoif imo 
intégrale complète. 
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49. Caractéristiques. — Les résultats précédents sont suscep- 
tibles d'uEâ interprétation géométrique importante. Si dans les 
équations (9) nous reg^ardons œ,,, y,,, s„ p„, g^ comme constants et 
t comme variable, les trois premières équations représentent une 
certaine courbe qui se déplace en engendrant la surface intégrale 
quand on fait varier u. Toute courbe de cette famille est complète- 
ment déterminée quand on se donne les valeurs y^, s,,, q^ qui corres- 
pondent à une valeur donnée x^ de x, p, se déduisant de la relation 
F (iCo, yoi ^uj Put ld ^^ ^- ^^^ courbes dépendent donc de ti'ois para- 
mètres arbitraires; elles forment un complexe de courbes, et nous 
voyons que toute surface intégrale est engendrée par les courbes de ce 
complexe, que nous appellerons caractéristiques, associées suivant 
«ne certaine loi, sauf les intégrales singulières que nous avons laissées 
de côté. 

Appelons élément l'ensemble d'un point (ce, y, z) et d'un plan de 
^efficients angulaires {p, q) passant par ce point. De tout élément 
dont les coordonnées vérifient la relation F ;= 0, part une courbe 
caractéristique, en général bien déterminée, tangente à cet élément. 
Mais, d'après les dernières des formules (9), nous voyons que les 
valeurs de p et de g sont elles-mêmes déterminées complètement tout 
le long de cette caractéristique. On est donc conduit à l'importante 
proposition que voici ; Si deux surfaces intégrales sont tangentes, 
c'est-à-dire ont un élément commun, elles sont tangentes tout le 
long de la caractéristique issue de cet élément. 

L'intégrale complète obtenue en faisant x^ ^=a, y„=:b, z„=: c 
n'est autre cbose, on le voit, que le lieu des caractéristiques issues du 
point {a, h, c). On reconnaît facilement que les tangentes aux diverses 
caractéristiques issues d'un point M forment, en général, un cône 
ayant son sommet en ce point; ce point M sera donc un point 
singulier pour la surface engendrée par ces caractéristiques. 

50. La méthode de Cauchy s'étend au cas d'un nombre quelconque 
de variables. Il est commode, pour simplifier l'exposition, d'étendi'e 
immédiatement à ces équations la notion de caractéristique. Nous 
adopterons la méthode suivie par M. Darboux ('). Considérons 
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! 'équation 

(11) F {z, x„ x„ ..., x,„ p„ p„ ...,r>.) ^ 0, 

que nous écrirons souvent plus brièvement 

Y{z,x„p,) = Q, 
ot soit 

E ^: <!" {x^, x^, ..,, œ„) 

une intégrale quelconque de cotte équation. Nous appellerons élément 
de l'intégrale l'ensemble d'un système de valeurs x\, x\, ..., xl et 
des valeurs correspondantes î°,pj, pj, ..., p^, en posant, comme 
plus haut, 



dXi opi az 

Supposons qu'on fasse varier les éléments à partir de certaines 
valeurs initiales z", xf, pî, de façon à satisfaire toujours aux équations 
ditTérentielles (*) 

dx^ 'i^a _ f^'^n , jf 

t désignant une variable auxiliaire dont la valeur initiale sera nulle. 
Il est clair que ces équations déterminent complètement ce qu'on 
peut appeler un système de courbes situées sur la surface intégrale, 
si l'on suppose connue z en fonction de a;,, x^, ..., a;„. C'est à cette 
suite simplement infinie d'éléments que nous donnerons le nom de 
caracténstique. Nous allons montrer que, sans connaître l'expres- 
sion de z, on peut joindre aux équations précédentes d'autres équa- 
tions différentielles qui permettent de définir complètement la 
variation des variables z, Xi, p^, le long d'une caractéristique. 

Partons d'un élément de l'intégrale z, x^, p,. et attribuons aux 
variables des accroissements définis par les formules j 

(ij Ce procédé est idontiijuo au fond j 
ïariahles Indfipeiidantes a:, et m — 1 aul 
l'on Dit 1^ = ^; ies calculs fiiits d 
__ Xi-l-^Z 
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l'équation de la surface intégrale. On aura entre ces accroissements 
les relations 

dz ^p, dx^ + ... 4- p„ dx,„ 

dpi —Pi, dxi + ... + Pi„ dx^, 
en posant 



Pih = 



dx; dx^' 



d'ailleurs de l'équation (11) on déduit, en différentiant par rapport 

X; + p;Z 4- P,p,-i -h ... +- P„Pi, — 0. 

Remplaçons P., .... P„ par leurs valeurs — r^> ■■■! —-^^ il vient 
^ ' ' dt dt 

(Xf + piZ) dt + jiji dx^ + ... + p;„ dx„ ^r;0, 

c'est-à-dire 

(X; -f- JJiZ) dt + dpi 11^ 0. 

Ceci nous prouve que les éléments d'une intégrale satisfont, tout le 
long d'une caractéristique, au système d'équations différentielles 



^ i —dp, __ — dp„ 

\ X| + Pi'l "" ■" X„ -I- îJ„2 

Ces équations ne dépendent pas de la fonction <[> et, par suite, on 
peut déterminer les éléments successifs le long d'une caractéristique 
sans connaître l'intégrale. La caractéristique issue d'un élément 
déterminé œ?, yê, z" est donc bien déterminée. On en conclut que 
si deux intégrales ont un élément commun, elles ont en commun 
tous ceux qui sont situés sur la caractéristique issue de cet 
élément. 

Si les dénominateurs des équations (12) restent finis et ne sont 
pas tous nuls pour les valeurs initiales, ce que nous s 
tirera de ces équations 

f Xi=:fi ((, s*, xf,p^), 
(13) \ p,= f^(t,z'>,xf,pi}, {k,i=^ 

{ z = f{t,z\xî,pî). 
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les fonctions d, ç^, f étant des fonctions continues de t et des valeurs 
initiales, au moins entre certaines limites. 

Puisque chaque intégrale est un lieu de caractéristiques, il est 
clair que toute intégrale sera représentée par les formules (13), où 
l'on prend pour e", Xi, pt des fonctions den — i variables indépen- 
dantes, choisies de telle façon que ces fonctions z, ai;, p^ vérifient îes 
relations 

j F (z, x„ p,) ^. 0, 

f dz — pi dx^ — ... — p^ dx^ ^ 0. 
Comme 

F (z, Xi, pO — C'' 

est une intégrale du système (12), il suffira que l'on ait 

F (s\ X?, pi) — 0, 

pour que la première équation soit vérifiée. D'autre part, on a aussi 

dz dx, dx„ 

dt~^' It'^ '" '^^"'dt' 

Supposons que z", xf, p^ soient des fonctions de -i variables Mj, «„ 
...,ti;, et désignons par la lettre 3 les différentielles correspondant 
à des accroissements 3w,, ..., bu-i de ces variables. Posons 

U:^ Se — p, SiCi — ... — p„ Zx„, 
on a 

dU z^dhz — p, d Sa^i — ... — p„d hx„ 
— dp^ îx, — ... — dp^ dx„, 

la lettre d désignant les différeûtielles quand t seul varie. D'ailleurs, 
on aura 

= Z dz — p, â dxj — ... — p^ 3 dx^ 
— èpi dx, " ... — Sp„ dx„, 

et, comme on peut intervertir les opérations d et S, 
d\i =^ {èpi dxi — dpt ScC(), 
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Puisque S, Xi, pt, vérifient i'équalion (11), on aura 

^ CP' ^P' ■*- ^' ^^^) = — Z Sî, 
par suite, 

dU = "ZUrft, 
et 

U = U„e ■^" . 
Pour que U soit nul, il faut et il suffit quo V^ soit nul, c'est-à-diro 
que l'on ait 

Zz" — pI èx" — ... — J)" èx?, :=: 0. 

En résumé, pour avoir une intégrale, il faut et il suffit que les 
valeurs initiales soient des fonctions de (n — 1) variables indépen- 
dantes M„ M,, ..., w»— I satisfaisant aux relations 

En particulier, si on veuÈ avoir l'intégrale de Gauchy qui, pour 
ce, =: a;J, se réduit à une fonction donnée $ {x^, cCj, ..., x^, on 
pourra prendre comme variables indépendantes xl, xl, .,., x° et, 
alors, la deuxième des relations {"14) donnera les conditions 



= *(x^, 



~ dxl " dx^ 



La valeur de pi sera donnée par la première des formules (-14), et 
cette valeur sera développahle si PJ est différent de 0. Lés équa- 
tiong (13) donneront alors pour z, ce,, ..., œ, des fonctions dévelop- 
pables de t, xl, ..., x^. Le déterminant fonctionnel 

D (x,, iCj, ..., x„) 
D{t,xl, ..., x^) 
se réduit au début à Pf, qui n'est pas nul par hypothèse. On pourra 
donc tirer (, a;^, ..., a;" en fonction de a;,, ..., x„ et en portant ces 
valeurs dans l'expression ,de z, on voit que s sera une fonction 
holomorphe de x^, x^, ..., x^. 

Gomme dans le cas de trois variables, la solution précédente est 
loin de répondre à toutes les questions que l'on peut se proposer 
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relativement aux intégrales. Pour être sûr de ne laisser échapper 
aucune solution, il nous faut résoudre de la manière la plus générale 
les équations (14). Les n -\- i fonctions z', x\, ..., x° dépendant 
de 71 — 1 variables seulement, il y aura au moins deux relations 
distinctes entre ces fonctions, et z° entrera nécessairement dans 
l'une de ces relations, d'après la seconde des équations (14). Cauchy 
a piîs les suivantes : 

Prenons-en un nombre quelconque k et supposons-les résolues par 
rapport as', œj, ..., œ"_i, 

z''=iû^{x^,...,xS), x\—(ii^(xï,...,x,^), ..., x^^i=iai{x^,...,xS). 

En remplaçant dans la seconde des équations (1-4) et en égalant à 
zéro les coefficients de dcc?, ..., dscj, on obtient n — k + i relations 

- K =0. 

- pUx ^ 0, 



àa 


''' à^l 


()(«, 


. ■*". 


àicU, 


-''• àxU. 



dxS ' àx^+i 



= 0, 



qui, jointes à la relation F (z", x^, p°), permettront d'exprimer 
PÎj ■•■) P° ^" fonction de & ^ — 2 d'entre elles. On voit que toutes les 
valeurs initiales s'expriment en fonction n — 1 variables. 

Les relations (14) étant satisfaites, les fonctions z, x^, p,^ de 
n variables représentées par les formules (13) vérifient les équations 

F (î, Xi, pi) ^3 0, dz — Pi dx^ — ... — p„ dx^ = 0. 
Elles donnent donc une intégrale de l'équation proposée. Toutefois, la 
métbode donne lieu aux remarques suivantes : 

1" 11 pourrait arriver que les fonctions f, çj, /■„ qui contiennent les 
n variables indépendantes, se réduisent à des fonctions d'un moindre 
nombre de variables. Il est facile de voir dans quels cas cette circons- 
tance se présentera. Les relations établies entre les valeurs initiales 
z', x", pS déterminent une multiplicité à (n — 1) dimensions 
composée d'éléments. De chaque élément de celte multipllcilé part 
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une caractéristique, et l'ensemble de ces caractéristiques forme préci- 
sément l'intégrale. Il est clair que cet ensemble forme, en généra!, 
une multiplicité à n dimensions, sauf dans le cas particulier où la 
multipiicité des valeurs initiales serait elle-même composée de 
caractéristiques. 

2" Ce cas exceptionnel écarté, l'élimination de t, u„ ..., Ma_i entre 
les relations (13) 

Z = /, X, = u 

conduira, en général, à une seule relation 

et la fonction 4' sera évidemment une intégrale. Il n'en serait plus de 
même si des équations (13) on pouvait déduire plusieurs relations 
entre les variables s, Xi. Cependant, par une extension du mot 
intégrale, due à M. Sophus Lie, nous ne rejetterons pas ces solutions. 
D'une manière générale, nous désignerons sous le nom d'intégrale 
tout système d'éléments vérifiant les relations 

F (s, Xf,p,^ =0, dz =pi dx^ + ... + p^dx„, 
et dépendant de n variables indépendantes. 

Nous reviendrons plus loin sur cette définition nouvelle de l'inté- 
grale. 

51. On satisfait aux équations (14) en prenant pour xf, z" des 
constantes, les valeurs initiales étant liées par la seule relation 

F(3°, œ;%^i^) — 0. 
L'intégrale ainsi obtenue, qui est formée par l'ensemble des caracté- 
ristiques issues d'un point, dépend de n + 1 constantes arbitraires. 
Si on attribue à l'une d'elles une valeur déterminée, on aura une 
intégrale complète de l'équation (11). Ce sera d'ailleurs une véritable 
intégrale complète, car si les éléments de cette intégrale vérifiaient 
. une autre équation que l'équation (11), 

F,{z,x„p,)^0, 
on devrait avoir, puisque pour t — 0, z, Xi, p^ se réduisent respecti- 
vement à s", nef i pi. 
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C3 qui ne peut pas être, puisque les valeurs initiales p^, ..., pt sont 
liées par la seule relation 

Remarque I. — Il pourra arriver, dans certains cas, que cette 
intégrale ne soit pas une intégrale proprement dite, mais une 
intégrale au sens plus lai^e de M. Lie. Supposons que F {xi, p^ soit 
homogène par rapport aux variatles p^ et ne renferme pas s; dans ce 
cas, des équations qui représentent l'ensemble des caractéristiques 
issues d'un point (z", x°, ..., xjl) on pourra déduire au moins deux 
relations entre les variables z, x^, ■.■,x„. Des équations différentielles 
des caractéristiques on tire d'abord, puisque 

y.Pi-f- ... +P.K—'^^{Xi,p^)~0, 
z = z". D'un autre côté, ces équations ne changent pas quand on 
change pj, en Xp^, \ désignant une constante quelconque. On peut 
donc, sans restreindre la généralité, supposer la valeur initiale de 'p^ 
égale à l'unité par exemple, p\ = 1. Alors x^, ..., a;„, dans les 
formules (13), dépendront de t et des n — 1 variables pj, ..., pj qui' 
sont liées par la relation F(, = 0. Ces n fonctions ne renferment 
donc que n — 1 variables indépendantes, et l'élimination de ces 
variables conduira au moins à une relation entre x^, x^, ..., x^. Il 
en sera encore de même si la fonction F, tout en contenant z, était 
homogène par rapport à p^ ..., p^- En effet, si le lieu des caracté- 
ristiques issues d'un point (z", xl, ..,, x') était représenté par une 
seule relation entre z, x„ ..., cc„, cette relation serait nécessairement 
z =^ z", et on aurait pour tous les éléments de cette intégrale Pf. =:: 0, 
équations qui ne résultent pas de la relation F {z, x^, p^) = 0. 

Remarque II. — On pourra toujours obtenir une infinité d'inté- 
grales complètes par la méthode de Cauchy; on cherchera pour cela 
une intégrale se réduisant, pour x^ = x^, aune fonction donnée à 
l'avance 

f{x„ ..., 3;„, a., ...,a,), 

contenant n paramètres variables a^, a^, ..., a„. 

52. La méthode de Cauchy nous a conduit à une notion nouvelle, 
celle des caractéristiques. Il est aisé de voir que cette notion peut, 
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d'une manière très naturelle, se déduire du procédé employé par 
Lagrange pour obtenir l'intégrale générale au moyen d'une intégrale 
complète. 

Prenons d'abord une équation à trois variables. Nous avons vu que 
si V {x, y, z, a,b)=:0 est une intégrale complète, on obtient une 
surface intégrale en éliminant a entre les équations 
( V (x, !/, z, a, h) ^ 0, 



(15) 



, da db 



/(a). 



où on a posé b = f (a). Ces deux équations (15) représentent une 
courbe dépendant d'un paramètre a, dont le lieu est la surface inté- 
grale. Los équations de celte courbe sont de la forme 



(16) 



Yix,y,z,a,b)==0, 



da db 



a, b, c étant des paramétres arbitraires. Les courbes (16) forment 
un complexe, et nous voyons que les surfaces intégrales sont des 
surfaces engendrées par les courbes de ce complexe, associées suivant 
une certaine loi. Considérons une de ces courbes correspondant aux 
valeurs a^, b^, c^ des paramètres, toutes les surfaces intégrales 
obtenues an moyen de fonctions y, telles que 

K = f («.), ", = ',' («.). 

passeront par cette courbe et seront tangentes entre elles tout le long 
de cette courbe, car les valeurs de p et q, qui, pour un point quel- 
conque d'une surface intégrale, sont données par les équations 

dx àz ày ^ dz 

seront les mêmes pour foutes ces surfaces. 
Plus généralement, soit 

s 1= i5 (x„ Xj, ..., x„, «1, «j, ..., «„) 

une intégrale complète d'une équation du premier ordre à n l'ariables, 

F {z, X,, p,) = 0. 
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Résoîvons les équations 

' = ■"• •"'==&,• (i = l,2. -,"). 

qui sont compatibles, pourvu que s, a!;, p^ vérifient la relation 
F {e, ai;, p^ = 0, par rapport à a,, a^, ..., «.„; on en tire 

«i = ?i (3, a;» Pt), ..., «. = ?„ (3, 3^1, î>j.). 
Posons en outre 

c'a, «/flj <ï«, dtt„ 

Si nous portons dans cos expressions les valeurs de a^, a,, ..., a^, 
nous en déduirons pour &,, b„ ..., 6„ des valeurs bien déterminées 

bj :^ Jjj (s, a;^, pt), ..., fc„ =: l}i„ (2, Kj, pt). 
Les 2u équations 

(17) a,= ç,(3,a;„p,), {i = i,%...,n\ 
\ }},,= ^^{z. Xi, pt), (h— 2, 3, ..., n), 

déterminent une multiplicité à une dimension composée d'éléments, 
quand on y regarde a; et b,, comme des constantes ayant des valeurs 
déterminées. Par tout élément z", xf, p^, vérifiant la relation F^ ^= 0, 
il passe une de ces multiplicités, et une seule, donnée par les équations 

F ;^ 0, 9 i ^^ ?°, 'i/h ^^ ifh- 
Appelons caractéristiques les multiplicités qui viennent d'être 
définies. Pour démontrer que toute surface intégrale est un lieu de 
caractéristiques, il suffit évidemment de prouver que toute surface 
intégrale qui passe par un élément contient la multiplicité caracté- 
ristique issue de cet élément. Pour cela, reprenons le procédé de 
Lagi'ange pour déduire de l'intégrale complète z = <l> une nouvelle 
intégrale. Soient 

( a, — II, («,4-1, -,«0, 

(18) 

( «i ^ IIj ((ï,+„ ...,a„), 

les relations qui lient a,, a^, ..., a„, que nous supposerons résolues 
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par rapport à a,, ..., «,, La relation 



qui doit être satisfaite, peut s'écrire 



■Remplaçons (t,, ..., dj par leurs valeurs tirées des formules (18) et 
égalons à zéro les coefâcieiits des différentielles dai+i, ..., da„; il 
vient 



àai+i 




oai+2 


-6.4-1 = 0, 
-6.« = 0, 


du. 


àa„ 


••■-'^ 


- '. =0- 



m 



L'intégrale cherchée s'obtient en éliminant «j, ( 
l'équation S — $ ^^ et les équations (18) et (19) o 



^0, (h = %3, ...,n). 

Les valeurs correspondantes de jij, p,, ..., p„ seront fournies par les 
relations 



Pi = 



à Xi 



On peut dire encore que l'on obtiendra toutes les relations qui lient 
les éléments de cette intégrale en éliminant a^, a^, ..., a„ entre les 
équations (18) et (19) et les équations 

Or cette élimination peut se faire comme il suit : des (n + 1) équa- 
tions (19)*" on tire d'abord la relation F = 0, puis ai:=.<^i{z,Xi,Pi), 
et par suite h^ ^^ i/^ (s, x^, p^. De sorte que l'intégrale considérée 
sera représentée par les équations (18) et (19), où on suppose a^ et h^ 
remplacées par les fonctions ç; et i/^, jointes à la relation F ^ 0. Les 
équations (18) et (19) ne dépendent que des (2)i — 1) fonctions ç„ 
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■■•j ?») l'ai ■■■? '^ni P^t" conséquent, si elles sont vérifi6os par les coor- 
données d'un élément 2°,a;f,Pi, elles seront encore vérifiées par 
tous les éléments tels que les fonctions fj et i^ conservent la même 
valeur, c'est-à-dire par tous les éléments de la multiplicité 

r=o, ,.=„., *.=«, (^^ 2; 3, ...;„)■ 

En résumé, sauf les intégrales singulières de Lagrange auxquelles 
le raisonnement ne s'applique plus, toutes les intégrales s'obtiennent 
en associant suivant une certaine loi les multiplicités caractéristiques, 
loi qui est exprimée par les relations (48). et (19). 

Pour montrer l'identité des deux définitions des caractéristiques, 
nous allons étatlir les équations différentielles des multiplicités pré- 
cédentes. Puisque 2 ;= $ est une intégrale complète de l'équation 
F :=: 0, on aura, quels que soient Xf, «;, 

on dilTérentianl par rapport S. x^, et par rapport à ffl^, i! vient 

* — 0, 

{•ZUj < , (i—i,2, .... n). 

Écrivons les équations de la multiplicité sous la-forme équivalente à 
la forme (17) 

_ (?<[> j,*'* ^'^ n 

' ^' dxi * ^a^ da^ ' 
(i = l,2,...,,0, 
(ft=2, 3, ...,n), 

a, et b^ étant des constantes arbitraires. Nous distinguerons deux 
cas : 
1° Le déterminant fonctionnel 



"fê 
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Dans ce cas, on pourra njclire les équations de la multiplicité sous 
Ja forme équivalente 

(21) p^*' ^^=d^: ô^r"''" 

en introduisant une variable auxiliaire (, c,, c^, ..,, c^ désignant de 
nouvelles constantes. Les dernières équations donneront a:,, ce,, ..., x„ 
en fonction de t, et les premières donneront ensuite S, p^, —,Pn- On 
aura alors 






dt îi^ 



2"" f?'* dxi, ^_\d<b 
,._. daidxk~dt ^^^~t Jâ'i 

Ait, 

par sa valeur tirée 

des équations (20), il vient 

Le déterminant des coefficients des expressions -^ + ~ est le 
déterminant I, qui est différent de 0, i! faut donc que l'on ait 



c'est-à-dire 
On aura ensuile 



tZ" 

^i _ _ v" '^'^ ^ 



et, en tenant compte dos relations (20), 
dp,_ 1 



dt ' 



d'où 



- dpi dt 

+ Î3,Z ~~(Z ' 
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Etiiin, OTi aura 

dz dx, dx„ 

nous retrouvons bien les équations (12). 

2" Supposons I r= 0. Nous savons que, dans ee cas, tous les déter- 
minants mineurs du premier ordre ne peuvent être nuls. Supposons, 
par exemple, 



/d* d<b ' 



J){a^,...,a^_,) 



£0. 



La condition 1 = exprime qu'il y a une relation entre les quantités 
— , .,., __, car on peut aussi i écrire 

- = Ù. 



Ua, 



ne multiplicité. Les 
équations de la caractéristique peuvent donc s'écrire 

_ _d^ d*_ 

~ ' ^' ~ dxi dai ^ "' 

c,, Cj, ..., c„ filant des constantes liées par la relation '| (e„ c^, ,.., c„) 
= 0, Les n — 1 équations 

(ï* _ d^ __ 

,?«,-''" •■■' da^^i^''"-' 
permettent d'exprimer x^, ..., œ,_i en fonction de x„, et on aura 
ensuite s, j?„ ..., p„, au moyen des premières relations. 
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Des équations pi'ûcéiientos on tire 

(^) ^« .,1 (i^ 1,2, ...,«). 

y j V — da^i = 0, 

Nous savons, d'ailleurs, que, dans ce cas, F ne dépend pas de 2, 
e'est-à-dire que l'on a Z :^ 0, Les relations (20) prennent donc la 
forme plus simple 

" '^' = 0, 




Les dernières équations (22) sont des équations homogènes et 
linéaires en dx/^ dont le déterminant I est nul, mais dont un mineur 
du premier ordre est différent de 0; par suite, ces équations admet- 
tent un système de solutions où les inconnues ne sont déterminées 
qu'à un facteur de proportionnalité près. Les dernières équations {20') 
montrent que les quantités Pu forment aussi un système de solutions; 
on doit donc avoir 

dsc, _^ dtCj dx„ 

eo liésignant par dt la valeur commune de ces ra^jports. On a alors 
immédiatement 

~ '^ -Xidt, 

en tenant compte des premières relations (20'). Quant à dz, on a 
toujours la relation 

dz =: Pi dxi + ... -h p, dx^. 

Il suit de là que les multiplicités définies en dernier lieu satis- 
font aux mÈmes équations différentielles que les caractéristiques. 
D'ailleurs, on peut disposer des 2n — 1 constantes «^, h/,, de façon 
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que l'une de ces multiplicités passe par un élément quelconque z", 
ccf, p^, pourvu que l'on ait F (3*, x?,pi) = 0. Ce sont donc bien 
les caractéristiques. 

Considérons, maintenant, une intégrale complète définie par 
l'équation 

V (z, x„ ..., a:„, a„ «„ ..., a„) = 0, 
et soit 

3 ~ $ {x„ ..., x„, a,, ..., a„) 

la valeur de 2 obtenue en résolvant cette équation. Les caractéris- 
tiques auront pour équations, nous l'avons vu, 



"da, 



D'autre part, on a 



I dz dXi 

\ âWà^ âY 



âz aXi oXi 



dz àtt; ' àtt; 



àXi <J«i 
on en conclut que, si 

Vfcx,, ..,«.,«„ ...,«.) = 

est une intégrale complète, les équations 



-0. ^.-1^ = 0. 


—^b,,-h'T~—0, 


(i = l,2, ,..,n), 


(ft = 2,3,...,n). 


•eprésentent les caractéristiques. 





53. Nous avons vu {§ 50) que si on connaît les caractéristiques, 
on peut en déduire l'intégrale générale de l'équation (11); ce qui 
précède nous montre que, réciproquement, si on connaît une 
intégrale complète, on a immédiatement les caractéristiques. L'inté- 
gration d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre ou 
la détermination des caractéristiques de cette équation sont donc deux 
problèmes absolument équivalents. 

Connaissant une intégrale complète d'une équation du premier 
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ordre, on peut se proposer de déterraioer «ne intégrale satisfaisant à 
des conditions initiales données. En passant par l'intermédiaire des 
caractéristiques, le problème ne présente aucune difficulté. Propo- 
sons-nous, par exemple, connaissant une intégrale complète 

de trouver une intégrale se réduisant, pour x^^= xl, à une fonction 
donnée f {x^, ..., x^. La caractéristique passant par un élément 
{z", xî, pt) sera représentée par les équations 

2-*. ^^-^.' "'da,'^ da,~ ' U-2, 3, ..., hJ' 
les constantes «;, h/, étant déterminées par les relations 

dXi oa, a ai, 

Pour avoir l'intégrale demandée, il faudra trouver le lieu des 
caractéristiques, lorsque l'élément initial satisfait aux relations 



z'^fix^,, ..., xï), pl—^^, ■■■> p,»:^-^- 
' ^ " ' ^' axi dx^l 

L'élimination depj, ..., p°, fcj, ...,!'„ entre les éq\iations précédentes 
conduit aux relations 

âa^ dUi àx^ àx^ \k—'2,3,...,n/ 

entre lesquelles il suffira d'éliminer a,, ..., n,„ xj, ..., xH et >,. On 
en déduit !a règle pratique suivante (') : 

Connaissant une intégrale complète d'une équation du premier 
ordre 

s = * (a;,, ..., a;,, a^, ..., a„), 

pour obtenir une intégrale de la même équatioji se réduisant, 
pour x^:=x^, à une fonction donnée f (x^, ■■■,x„) des autres 
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variables, on éliminera a^, ..., a„, cCj, ..., cr", X entre les (2n + 1) 
équations 

^^ j^ ^^^)!^, ^^^0, /i=-i,%-,n\ 

^— , /o— (> ^^j^ '^jj^ ^^0 ^^11 \/j— 2,3,.,.,)i/ 

RiîMARQUE. — li n'est pas nécessaire, pour intégrer l'équation (H ), 
d'avoir l'intégrale générale du système (12); ii suffit de connaître 
les intégrales de ce système dont les valeurs initiales vérifient la 
l'elation F (î", xf, pS) = 0. Si on a intégré complètement le sys- 
tème (12), on aura intégré par là même l'équation F = n„, où «„ 
désigne une constanfe quelconque. Réciproquement, soit 

une intégrale complète de l'équation 

F (2, a,,, p,) = «„. 
Los caracté distiques seront représentées par les relations 

s — * = 0, pt='-—. f, + ::z; 0, 

dxi âa^ aa,, 

(i = l,2,...,.0, ((. = 2,3,...,.,). 

Ces équations donnent un système d'intégrales dn système (12) 
dépendant de 2)i paramètres arbitraires, et on voit aisément qu'on 
peut disposer de ces 2)i constantes de façon que z, Xi, p,, prennent 
des valeurs quelconques données à l'avance; elles représentent donc 
l'intégrale générale du système (12). D'ailleurs, l'intégratiou du. 
système (12) équivaut à celle de l'équation linéaire du premier ordre 

(23) (,,P, + ...4.J,.P.) ^+|jP,;j;^-(X,+y,Z,-|=0; 

donc l'intégration de l'équation F := a^ et celle de l'équation 
linéaire (23) sont deux problèmes équivalents. 
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CHAPITRK VI 



Définition des expressions {'b, 9) et [-i, ç]. Première 
méthode de Jacobi. 



54. Nous avons vu (§ 53) qu'étant donnée l'équalion 

(1) ^ {^v 3^1. ■■■> ^~)Pi)Pi) ■■■iî'«) = «0' 

qui ne contient pas s, l'inlégration de cette équation s 
celle du système d'équations différentielles 

dx, — dp; dz 



Pi Xi l\}<, + ... -h l'„î3. 

Il suffira d'iniégref le système 

;| = =3i£', (. = 1,2.,..,,.), 

qui ne contient pas z et on aura ensuite s par une quadrature. 
L'intégration de ce dernier système est équivalente à l'intégration de 
l'équation du premier ordre 

D'une manière générale, nous poserons 

Les expression,? (ip, y), que nous rencontrerons souvent dans celte 
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théorie, sont connues sous le nom de payatthèses de Poisson- Avec 
cette notation, l'équation précédente peut s'écrire 

(2) (F, *) ^ 0, 

et, à une quadrature près, l'intégration des équations (i) et (2) sont 
deux problèmes équivalents. 

Nous ferons connaître immédiatement quelques-unes des propriétés 
des expressions (i, o). On a 

(c, ç) - 0, 

(f. ']>)= — (<h f\ 

c désignant une constante. Soit 

+ = F„(,, §, 1, .... ,, X), , = F, (., p, T, ..., ,, ).), 

OÙ a, P, •(, ..., X désignent des fonctions quelconques des variables 
x^, Xj, ..., a!„,Pi,p^, ..., p„; on aura 

le nombre des termes du second membre étant égal au nombre des 
combinaisons des lettres a, ^, y, ..., X deux à deux. La propriété la 
plus importante de ces parenthèses est la suivante '■ f, f,<^ étant trois 
fonctions quelconques, on a identiquement (i) 

te 9), ♦) + ((•, «. f) + (tt. 0, ï) = 0- 
En effet, chaque terme du premier membre est le produit d'une 
dérivée du second ordre par deus dérivées du premier ordre ; il suffit 
donc de prouver que ce premier membre ne contient aucune dérivée 
du second ordre. Nous allons montrer, par exemple, qu'il ne contient 
pas de dérivées du second ordre de f. Les termes contenant des 
dérivées du second ordre de f proviennent tous de 



({f, ?). +) + (», n, ç)> 
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qui peut encore s'écrire 

(+, (., /)) - (,, (■!,, n). 

Posons alors 

(,,/') = X(0 (4.r) = Y(/), 

puisque ces deux expressions sont linéaires par rapport aux dérivées 
de fi l'expression précédente s'écrit 

Y (X (f)) - X (ï (f)), 

expression qui, comme nous le savons (g 24), ne contient pas de 
dérivées secondes de f. 

On déduit de cette identité l'importante proposition suivante, 
connue sous le nom de théorème de Poisson : 

Si a et P sont deux intégrales de l'équation 

(2) cr,<i.) = o, 

(4, g) est une intégrale de la même équation. 
L'identité 

{(F,.), ri + fofi), F) + to,F),.)=0 
devient, puisque (F, a) := 0, (F, p) :^ 0, 

{{i, S),f)=o, 

ce qui démontre la proposition. 

Il semblerait, d'après cela, qu'il suffirait de connaître deux inté- 
grales de l'équation (2), outre la fonction F, pour pouvoir achever 
l'intégration, puisque de deux intégrales on en déduit une troisième; 
en combinant cette nouvelle intégrale avec une des deux premières, 
on en aumit une quatrième, et ainsi de suite. Mais il peut arriver 
que (a, P) se réduise à une constante ou à une fonction des intégrales 
déjà obtenues. De sorte que, dans la pratique, le théorème, sans être 
en défaut, n'a pas toute l'importance qu'il parait avoir d'après son 
énoncé. On reviendra dans un autre chapitre sur l'application de ce 
théorème. 
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Considérons, comme cas particulier, deux fonctions 9 et -i li 
par rapport aux variables jij., 



- + «,P„' 



? = b,t 



X{f) = 
Y (/■) . 



1^.- 


-^/- 


■■-< 


^- 


-s- 


■-■< 



L'exprès 



X (y m) - Y (x m). 



Si on a (i(i, ç) :r^ 0, le système des deux équations X (f) =: 0, Y (/■) 
= est jacobien. Soit f une intégrale de l'équation X (f) ^^ 0, 
/^ désignant une fonction des seules variables a;,, x^, -.., x„. On aura 

{*,f) = o, 

par suite f ci ç sont deux intégrales de l'équation 

(^, *) ^ 0, 

et (ç^ f) est aussi une intégrale de cette équation. D'ailleurs 

(j,f) = T(fli 

nous retrouvons une propriété connue des systèmes jacobiens (g 30)- 

55. Considérons maintenant une équation contenant z 

(3) F (Z, x„ p,) = a,. 

Nous avons vu que rintég;ration de cette équation se ramène à 
l'intég'ration de l'équation linéaire 

Posons, pour abréger l'écriture, 
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l'équation prûcédente pourra s'écrire 

Y 1 ^ rf* _ ^' dF ) _ 
,2j ( d;,. dx; dp, dxi ] ^ ' 

ou, avec une notaliuii analoj^ue à celle des parenthèses précédentes, 
(*) [F, *] = 0, 

en posant d'une manière générale 

L ' -I ^^(dpi dXi àp; dXi ) 

Les expressions [,J jouissent de propriétés analogues k celles des 
parenthèses (,); mais la propriété fondamentale ne s'étend pas aux 
crochets. Si U, V, W sont trois fonctions quelconques île s, a;,-, pi„ 
la somme 

[[U, Y], W] + [[V, W], U] + [[W, U], V] 

n'est pas nulle. On démontre d'abord, comme pour les parenthèses, 
que cette somme ne contient aucune dérivée du second ordre. Oi', 

[U,Y] = (U,V)+|p,i^^-î^fi. 

Les seuls termes qui ne contiendront pas de dérivées du second 
ordre dans [[U, V], W] proviendront de 

2j^'( dzd^, dz ~dp;) 
et seront 

iè ( dz dpi dz dpi S dXi 
Si on fait la somme des trois expressions analogues, on trouve qu'elle 
est égale à (i) 

c'est donc une fonction linéaire des crochets [W, V], [U, W], [V, U]. 

(1) Mayur, Jfo(*ïBifl(/jrAc,1«H(rlf(M-lS. p-310. 
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56. Première méthode de Jacobi, — En comparant !es tra- 
vaux (VHamilfon sur la mécanique à la méthode do Pfaff, Jacobi a 
été conduit à une méthode d'Intégration identique au fond à celle 
de Canehy, qui était inconnue de Jacobi à cette époque ('), Nous 
exposerons cette méthode avec la modification de Mayer (S). Suppo- 
sons avec Jacobi qu'on ait fait disparaître la fonction inconnue, soit 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre entre la fonc- 
tion inconnue V et les (n + i) variables indépendantes t, a;,, ..., x^, 

dY 
résolue par rapport à la dérivée — • 

Posons -— - ^::2 p^, nous pourrons alors écrire l'équation (5) sous 
la forme abrégée 

(^') <), - 

L'inlégralion de l'équation (5) se ramène à celle du système d'équa- 
tions différentielles ordinaires 

(6) f?5 = ^, '*#' = -|-i'. (i = 1,2. .,,,.), 
^ ' dt dpf dt dxt ^ î j ) ; 

En effet, soit 

^f(t,x^, ...,x,„a^,a„ ...,«„) + «„+, 

uno intégrale complète de l'équation (5), telle que l'on ait 

'- J,(a,....,a.)"-'>- 

CI Jacob!, fllier die Réduction der Iiilegratloa dtr parlldlen Differaitialiileiclisiii/es ersler 
Ordiiaiig sviiicbeit irgend eioer Zahl varieteln enf die ItilegiviHini eines eintigiK Sj/slemts 
iiemOhalicher DiffeteatîiilgleichaiigemCrelle, t. XVII, p. 97-102; Gesimiaetle Werte, t. IV, 
p. S9-1S1|. Une trnduction française ds ce mémoire s été publiée dans le tome 111 du 
iounuil de LioliiliUt, l" série. 

Voir aussi Torlesangex aber Dgvamili, p. SlîL 

(S| Uajer, Uier die Jaooii-llafiiUhm'sche Iiilejmiioiwnethode der partiellen DitferMielgte 
chsugea ersiei- Ordnsng {Malhemolieche Aavalen, 1. 111, p. 435). 
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l'intégrale générale du système (6) sera donnée par les formules 

OÙ bj désignent des constantes arbitraires. En effet, les 2n fonctions 
a;,, ..., a;„, fi,, .-■, p„ de t, définies par les relations (7), vérifienl 
]es équations (6); c'est un cas particulier de la proposition plus 
générale démontrée au chapitre précédent {§ 52). D'un autre coté, 
00 peut disposer des 2» constantes «;, 6; de façon que, po\ir t =: £„, 
Xi, Pk prennent des valeurs données à l'avance a^', pi!. Réciproque- 
vient, je dis que si on a intégré le système (6), on aura une intégrale 
complète de l'équation (5) par une seule quadrature. En effet, soit 

l'intégrale générale du système (6), où «j, a^, ..., a„ désignent les 
valeurs initiales de p„ p„ ...,î>„ et 6,, b^, ..., b„ celles de x^, x,, 
..,, x„, quand on fait t^:^tfi. Des n premières équations (8) on pourra 

D (x . x) 
tirer b., b,, .... (>„, car le déterminant „" '"' ,"; se réduit à l'unité 

-D (Ou ■■■) î*») 
pour t ^: fj, et en portant ces valeurs dans les n dernières on 
aura les quantités Pi exprimées en fonction de (, x^ et a^. Donc, 
toute fonction des variables t, Xf, pf, ai, b^, pourra s' exprimer soit 
en fonction des variables (, a^, b;, soit au moyen des variables 
t, Xi, «; (*). ImE^inons qu'on prenne d'abord pour variables indé- 
pendantes t, «j et il;. Posons 

et considérons la fonction 



v=2:« 



(») Jacobi prenait pour rariatalos indépcndaiiles/, i„ ..., i„, i„ *„ ..., i„. C'est il. Najer 
qui a failremarqusr. dans !e travail cilé plus haut, que cas 2b + 1 quautités n'étalent pas 
nécessairement indépendantes. Ou pourra eonsuiler sur ce sujot plusieurs articles do 
m. DarbouE {Comptes rendus, t. LXXDl, p. 1488; t. LSXX, p. 160; Bsllelia âet Seiences 
mtUMmiili^ties et astronoaiiqva, i" série, i. Vlll, p, 349), où, suivant les Indications do 
M. Bertrand, il montre que la modlHcation de Nayor n'est pas indispensable. 
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Si on exprime cette fonction V au moyen des variables (, a!;, %, 
on aura une intégrale complète de l'équation (5). Nous dési- 
gnerons par la lettre d une différentielle relative à un accroissement 
dt de la seule variable t, par S une différentielle relative à des accrois- 
sements bai, St; des seules variables «„ b^ et par ^ la différentielle 
loiale, de telle sorte que l'on a 

- dXi -h Sa^t- 



i=li+ c 


i, iV = dV + 5V, ia;, = c 


CulculoTis iV : 




dY: 


= n<ii, 


8V^ 


= '^'(.<i,>!h+ î>. 5o.)+ f'su, 


D'ailleurs 


, x^\ <»H 'A' .ilH 






llemplaçons - — 


ci -- — par luurs valûurs tirées des 


vient 



j^^ ^'- dt j^, dt 
et en remarquant que 

On a donc 

£si]iit=|;"aîa,.-|;'».î6„ 

et, par suite, 
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Cette relation enîm les diirérentielles totales subsiste quelles que 
soient les variables indépendantes; on doit donc avoir, en supposant 
V exprimée au moyen de z, x^, a,-, 

Cette fonction V vérifie donc l'équation (5) ; d'ailleurs, pour t := t^, 
elle doit se réduire à a,x, + ... -h a„x,, et le déterminant I se 
riiduit à l'unité. Par conséquent, V + a,^+i est une intégrale com- 
plète. 

L'intégration de l'équation (5) se ramène donc à celle lUi système 
canonique 

dt âpi dt dxi 

Toute intégrale il> de ce système doit vérifier l'équation linéaire 

(9, :^Î.MH,») = 0. 

On aura des intégrales indépendantes de t de cette équation, dans le 
cas où H ne dépend pas de t, en cherchant les intégrales de l'équation 

(H, *) = 0. 
C'est ce qui se présente dans les prohlèmes de mécanique lorsqiie la 
fonction des forces ne dépend pas du temps. 

Prenons le cas général; si a et ^ sont deux intégrales de l'équa- 
tion (9), {a, 2) est encore une intégrale. La proposition a déjà été 
établie lorsque a et |ï ne contiennent pas (. Si a et g contiennent t, 
introduisons une nouvelle variable auxiliaire T correspondant à t 
comme pi correspond à Xi. Posons 

((r,*)) = (F, *) + '"'"---, 



Considérons l'équafio 



{(n„»))=0; 
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elle s'écrit 



et se réduit à l'équation (9) si 'i> ne dépend pas de T. Donc, si 3 et ,3 
sont des intégrales de l'éqnation (9), on aura 

((H„.))=0, ((H„B) = 0. 
et, par suite, 

({H„ ((.,(=)))) =0; 
or 

(feP))=(.,d), 

et on a !a relation qu'il fallait démontrer 

((h.,(.,p))) = (h,(.,s))h-:^' = o. 

Supposons que les équations (6) soient les équations différentielles 
d'un problèmedemécanique, où t représente le temps; si a^^Gonst., 
fl ^= Const. sont deux intégrales premières de ce système, l'expres- 
sion (a, P) sera aussi une intégrale et, par conséquent, conservera 
une valeur constante pendant toute la durée du mouvement. C'est 
sous cette forme que Poisson (') a obtenu son théorème. 

Remarque. — Nous venons de montrer que de toute intégrale 
complète de l'équation {5) on déduit l'intégrale générale du sys- 
tème (6), et réciproquement lorsqu'on connaît l'intégrale générale 
du système (6) on a, par une seule quadrature, une intégrale complète 
de l'équation (5). Mais l'intégrale complète que l'on obtient ainsi 
n'est pas une intégrale quelconque, c'est l'intégrale complète qui, 
pour ( = t(, se réduit à a, x, + a^ x^ ■+• ... a„ x„. Il est aisé de 
vérifier que lorsqu'on connaît déjà une intégrale complète quelconque 
4' ((, x„ x^, ..., a!„, c,, Cj, ..., c„) de l'équation (5), la quadrature 
précédente s'effectue immédiatement. En effet, l'intégrale générale 
du système (6) sera donnée par les équalions 

—^ — p-, -,-^—d;, (i =:!, 2, .... n). 
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Soient a; et bf les valeurs initiales de pi et cc^; posons 

4i„ — i!) (t„ î^i, iîa, ..-, J»», c„ Cj, ..., e„)i 
on devra avoir 

-— = df. 



dii„ _ 



et alors l'intégrale clierdiée sera donnée par la formule 



, — H dt, 



ou 

en prenant pour variables indépendantes t, Cj, d^. On aura donc 

On on conclut (') qu'étant donnée une intégrale complète quel- 
conque fji de l'équation (5), l'intégrale qui, pour £ = f,, se réduit 
à a, ce, + ... + a„ x„, a pour expression 

les constantes (>|, C; se déduisant dos équations 
{<! H»ïcr, IHalheiiialische AniKilai, t, VI, p, 1C7. 
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CHAPITRE VII 



Méthode de Jacobi et Mayer. 



57. Les iTnîUiodes présidentes, sauf colle de Lagrangc et Ghai'pit, 
ramènent l'intég^ration d'une équation aux dérivées partielles dn 
premier ordre à l'intégration complète d'iin système d'équations 
différentiel! es ordinaires. On doit à Jacobi une autre méthode dans 
laquelle on a à chercher sueœssivemenl une seule intégrale de 
plusieurs systèmes complets. Jacobi était en possession des principes 
essentiels de cette nouvelle méthode dès 1836 {*). Il l'a enseignée 
pendant longtemps à l'Université de Kœnigsbei^, mais ce n'est 
qu'après sa mort qu'elle a été publiée par les soins de Glebsch, 
en -1862 (2). Dans cet intervalle, !a plupart des théorèmes de Jacobi 
avaient été retrouvés par différents géomètres, Liouville {^), Boiir (*), 
Donkin {^), etc.. En particulier, Bour a montré que la méthode de 
Jacobi s'étendait sans difficulté aux systèmes d'équations simultanées. 
Néanmoins, on a conservé à cette méthode le nom de méthode de 
Jacobi. Enfin, les travaux plus récents de M. Mayer sur le,s systèmes 
d'équations linéaires ont permis de diminuer beaucoup le nombre 
d'intégrations exigé par l'emploi de cette méthode. 

I') Voir uno lellre du 39 noYembre -1836, adressée Ii M. le professeur Enke. sccréUiirc de lu 
class« des Sciences tnalhâmallques de l'AcsdémiD do Berlin, iom-nul d» Crelle, t. XVII, p. es- 
83; Gftimmelle Werke, t. IV, p. 41 ; Journal de LiomUk, t. III, i" série, p. 4J. 

O Jacobi, Hem Hithodia cjuafionei difereKtinîe^ paiiialss primi ordiai) inlei «umemin 
tariaiilium qusmcanqxe ptoposilas iutegraiidi {ImirsBlâe Crelle, t. L\, p. 1-lSI). 

Voir snssi Vorleiangea Hier Dvitamik; passlm. 

|<) Cours du CoUège de France de 1653. 

(*| Bour, Sur l'intégmliim dta iquationa différesiklles patlidlen du premier el tlit ucoml 
ordre (Journal de l'École polytechnique, 39' cahier). 
(!) Donltin, PkUonophial rrflnsnc«0B,',"18Si. 
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58. Nous commencerons par généraliser la lîéfinitioa de l'intcgrale 
complète de Lagrange. Considérons une équation 

(1) V (e, a;,, x^, ..., x„ a„ a„ ..., a™-j,-v-,) — 0, (p > i), 
définissant une fonction j des variables a;,, aij, ...,x„ et de (n—p-hl) 
paramètres arbitraires a,, «,, ..., a„-p+i. Si nous considérons, dans 
cette équation, les paramètres comme des constantes, l'élimination de 
ces paramètres entre l'équation (1) et les équations 

(2) '^H-^p. = 0, (i=l, '2, ...,„). 

où on a posé )),- =;: y— i donnera, en général, p relations dislincles 
seulement entre z, x^, x^, ..., x^, p^, Pj, ..., p„ 

/ Y^(z, Xi, ..., a;,, p„ ...,p„) = 0, 

(3) 

^ Fp(î, a:,, .,., a!„,p,, ..,,p„) ^: 0, 

et nous désignerons encore, comme précédemment, la fonction z 
définie par la relation {!) sous le nom à'intégi-ale complète du 
système d'équations aus dérivées partielles simultanées (3). Nous 
allons voir que, dans ce cas encore, k connaissance d'une intégrale 
complète du système (3) permet de trouver toutes les autres intégrales. 
En effet, les équations (3) provenant de l'élimination de «,, a^, ..., 
a„_p-i.[ entre les équations (1) et (2), la recherche d'une intégrale 
commune revient à la recherche d'un système de fonctions z, «„ a,, 
..., <T»_j,4.t de a;,, iCj, ..., x„ vérifiant les équations (1) et (2). On 
peut évidemment remplacer le système (i) et (2) par le système des 
deux équations (1) et (4), 

(-4) V — da, + -—- dffl, + ... + T da„_j, + i = 0, 

cette dernière équation étant obtenue en différentianl l'équation (1) 
et en tenant comple des équations (2). On peut satisfaire aux 
équations (1) et (4) de diverses manières : 
i" En prenant 

on retrouve l'intégrale complète. 
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2" En prenant pour z, «„ ..,, «„„„4.i des fonctions satisfaisant 
aux équations 



L'élimination de «^, ..., ^^_p + i entre ces équations fournit une 

intégrale qwi ne contient rien d'arbitraire et que nous appelleitins 

intégrale singulière. 

àY 
3" Si l'une des quantités -— est différente de 0, il existera au 

moins une relation entre «,, a„ ..,, m„„j, + i. Supposons qn'il y ait 
k relations distinctes entre «j, ..., m„_j, + i et k seulement 

A{«„..-,a.-„H.,) = o, ■.., ftK,...,o.-.H-,) = 0; 

on devra pouvoir trouver k factours )^„ ï^^, ..., ),i,, tels que l'on ait 
identiquement 



c'est-à-dire 



->,j df\ + ... +),(, rf/;., 



'ê -...+^. 






+ ... + >.. - 



En éliminant a,, ..., a„^p + ,, À,, ..., a^ entre ces relations, l'équa- 
tion (i) et les relations f^ :^ 0, .,., fs, =; 0, on aura une intégrale du 
système (3) dépendant de k fonctions arbitraires que nous nommerons 
i'mtégrale générale. 

59. Réciproquement, étant donné un système d'équations aux 
dérivées partielles simultanées, tel que (3), il n'existe pas nécessai- 
rement des intégrales communes à ces équations. Nous allons voir 
dans quelles conditions il en est ainsi, et comment on pourra les 
oblonir. Nous supposerons, avec Jacobi , que les équations ne 
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conLiennent pas la fonction inconnue; soii 

( r,(ar„..., a!..p„...,p.) = 0, 
(5) 

( ivCx„..,,i„p„...,p.) = o 

un système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
distinctes et algébriquement compatibles. Le problème de l'intégra- 
lion peut être posé ainsi : Déterminer n — \t. fonctions 3>,, ..., <P„_n 
de a:,, ,..,a;„,p„ .,,, ^),„ telles queles valeurs de P;, ...,p„ tirées du 
système d'équations 

î\ = 0, ..., F^ — 0, (ï>, —0, ,.., *„_;j.=;0 

rendent l'expression 

p^ dXf + pj dx^ + ... -H f)„ dx„ 

difTérentielle exacte. Si O,, ..., 'l>„-ir. contiennent chacune une 
constante arbitraire, en effectuant la quadrature 



z-:=jp^d 



on introduira une nouvelle constante arbitraire et on aura une 
intégrale complète du système (5). 

Théorème. — Si les deitx équations F :=; 0, H =: ont une 
mtégrale commune, cette intégrale vérifie l'équation 

(F, H) — 0, 

qui est aussi du premier ordre. 

Eo effet, supposons d'abord que Pi, p,, ..., p„ soient des fonctions 
quelconques de x^, x^, ..., x„ satisfaisant aux équations 

F = 0, H^O; 

on aura, en différentiant la première par rapport à x^, 

(JF dpt 



Ox,'*' ^,àptdx,~ ' 



yGoosle 
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analogues; i! vient 

Permutons H et F et remarquons que, dans la somme double, on peut 
permuter les indices tel k; nous aurons de même 

2à Jp. dx, "^ A{ ^^ dp, d^, J^, ~ 
Par suite, en retranchant membre à membre, il vient 



(H.i') + 2E 



<?F <?H (dp^ dpA 



\ àpk àpi \dXi dxj 

^i Pv Pi^ ■■■! P'i ^°"^ '^^ dérivées partielles d'une même fonction 
deoij, ..,, Mi„, on a 

àp,. dp, _ p 

dx^ àx). ' 

quels que soient t et k et, par eons(5quent, 

(H, F) = 0. 

Nous voyons donc que toute intégrale Ju système (5) sera aussi une 
intégrale de toutes les équations telles que 

(F,, Fp) = 0, 

que l'on peut former en combinant deux à deux ces équations (5). 
On pourra donc adjoindre au système proposé celles de ces équations 
qui forment avec elles un système d'équations distinctes et, en 
continuant de la sorte, on arrivera ]iécessairement soit à un système 
d'équations distinctes en nombre supérieur à n qui, par suite, 
n'admet pas d'intégrales, soit à un système de m équations (m < n), 
tel que toutes les équations 

(F„Fp) = 

soient identiquement vérifiées, ou soient des conséquences algébri- 
ques des précédentes. 
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On peut toujours s'arranger de façon à constater l'impossibilité du 
problème, ou à être ramené à un système tel que toutes ies paren- 
thèses {Fa, Fp) soient identiquement nulles. En effet, supposons qu'on 
ait un système de \). équations; résolvons ces équations par rapport 
à |j. des quantités p,, jij, ■.., p„, ce qui doit toujours être possible, 
car sans cela l'élimination de p,, ...,Pb conduirait à une relation 
entre les variables indépendantes x,, x^, ..., x„ et le système proposé 
serait évidemment incompatible. Soit 



[ Pi — A (Pf- 



[ f^—f^^pv- 



, P«, ■ 



x„) = 0, 



ne des 
consé- 



!e système ainsi obtenu; formons les parenthèses 

les premiers membres de ces équations ne contiennent i 
quantités p^, p^, .,., p^; elles ne peuvent donc pas être 
quences des précédentes et fournissent de nouvelles équations si les 
parenthèses ne sont pas identiquement nulles. En résolvant les 
nouvelles équations par rapport à certaines des quantités Pn + i, 
..., Pn et en continuant de la sorte, nous arriverons Cnalement, 
si le système proposé n'est pas incompatible, à un système de m 
équations du premier ordre 

F, c^O, ..., F,„ — 0, (m^n), 

tel que toutes les parenthèses (Fa, Fp) soient identiquemetit nulles. 
Un tel système a été appelé par M. Lie système en involution. Nous 
dirons aussi souvent, pour abréger, que les fonctions Fj, .,., F^ 
sont en involution. 

La recherche des intégrales communes d'un système d'équations 
du premier ordre se ramène donc à la recherche des intégrales 
communes d'un système en involution. 

60. On trouve immédiatement ces intégrales communes si m — «, 
ainsi qu'il résulte de la proposition suivante : 

Théorème. — Soit 
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Mil système en involution tel que le déterminant 

_ D(F., ..., FJ 
''--D{p„...,p„) 

ne soil pas identiquement nul. Si on résout les n équations 

F^ = a„ ..., F„ = a„, 

par rapport à p^, p^, ..., p,„ 

Vi = -h{^v ■■■!3:„, ffl„ ..., «„), (j = i,2, ...,îi), 

les valeurs de p^, ,.., p„ ainsi obtenues rendent l'expression 

p, dx^ -H ... + p^ dx„ 

différentielle exacte. 

On aura, en effet, 

(F,^»„Fp-<.p) = (F„Fp) = 0, 

et, d'après un calcul fait plus haut (formule 6), les fonctions p,, 
..., j>„ ainsi définies doivent vérifier les relations 

'^ y àF^<^Jj (àjh _àpA ^^ 

w t_i ^pi ^P" y^'-^i ^^J ' 

Prenons les n relations de cette espèce où l'indice j3 conserve la 
même valeur; elles peuvent s'écrire 

Zà àp^ ^, dpt \dxi âxj 
Si on prend pour inconnues les quantités 

^j dpf. \dXi dxj 

le déterminant des coefficients est précisément le déterminant R. Ce 
déterminant n'étant pas nul quand on le suppose exprimé au moyen 
de Xj, ..., x„, p^, .,., p^, il en sera évidemment de même quand on 
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y remplacera p,, ..., p„ par les valeurs 

Pi = i!j; (x^, ..., ce,,, »,, ,.., a„), 

car cette substitution revient à un simple changement de variables. 
On aura donc 

y ^ /^ _ ^\ = 

et de ces nouvelles équations on déduira, en raisonnant comme tout 
à l'heure, les relations 

àpf _.^t. 

Par suite l'expression 

Pf dx, + ... + p,^ dx„ 
est une différentielle exacte et la fonction 

z ^x * (a^i, ...,a;„, a,, ..., a„+i)= 1 {p^ dx^ + ... + p^dx,) + «„+, 
est une intégrale commune aux équations 

le probiÈmo est donc résolu pour un système en involution de 
n équations. 

Si dans la fonction 'ï' précédente, on attribue à «j, ..., «,„ des 
valeurs déterminées, on a une intégrale commune des équations 

F, =: a^, ..., F^ =^ a^, (m «c n), 

qui contient encore n — m + i constantes arbitraires, a^ + i, a^ + i, 
..., «, + 1; c'est donc une intégrale complète de ce système. D'ailleurs, 
c'est une véritable intégrale complète, car le système d'équations 

est équivalent au système 

E^ct>, F, = ffl„ F, = B„ ..., F„t=(ï,;, F„+, — «,„+„ ..., F„ = «„, 

et il est clair que l'on ne peut éliminer a^+i, ..., a„, «« + 1 entre les 
équations 

z = <P, V^^, = a,,+„ l\ — a„. 
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Plus généralement, nous pourrons trouver une intégrale complète 
de tout système de la forme 

/ (i,(F„..,,F„) — 0, 

j ip.(F„ ...,F„) = 0, 
si Fj, ..., F„ forment un système en involution, car il suffira de poser 

F^ = a„ ..., F„:^((„ 
les constantes «,, a^, ..., a„ étant lites par les relations 

( <^ti{a^, tti, ..., ffl„) = 0, 

pour avoir une intégrale complète du système proposé par une quadra- 
ture. Cette remarque s'appliquera, en particulier, chaque fois que 
F^ ne dépend que de x, et p„ F^ de x^ et p^, etc..., F„ de x„ et p„ 
seulement, 

61, Revenons au cas ^rènéral. Nous pouvons conclure de ce qui 
précède que la recherche d'une intégrale complète du système en 
involution 



à la détermination de n — m fonctions F^ + i, ..., F„, 
formant avec les premières un système en involution et telles que le 
déterminant fonctionnel 

D(F„ ...,F„) 

ne soit pas identiquement nul. 

La fonction F„+:, par exemple, doit vérifier les m équations 
linéaires 

(F„*)=:0, ..., (F,, *) = 0; 

ces m équations forment iiii syslème complet. En effet, on a 
l'identité 

((F„ Fp), '^) + (IF;„ .!>), F„) + ((*, F,), Fp) =. 0, 
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c'est-à-dire, puisque 

(F., Fp) = 0, 

(F„(Fp,*))-{Fp, (F„»)) = 0. 
Posons 

(F., 4) = X, (4), 
(Fj,»> = X,(»), 

l'identité précédente devient 

X.(Xp(*))-Xp(X,(4.))=0, 

cé qui démontre bien la proposition. Supposons alors qu'on ait 
déterminé utie intégrale F^ + i de ce système complot, qji soit 
distincte de Fj, ..., F„, considérée comme fonction de p,, ..., p„; on 
cherchera ensuite une intégrale du système complet de m 4- 1 équa- 
tions 

(F„ $) = 0, ..., (F,, 4>) z^ 0, (F„+„ <&) = 0, 

qui soit distincte de Fj, .,., F„4.|, en tant que fonction des p, et on 
continuera de la sorte. Enfin, quand on aura trouvé une intégrale du 
dernier système 

(F„<I>) = 0, ..., {F„_i, 'i) = 0, 

on aura une iniégrale complète par une quadrature. En appliquant 
la méthode de Mayer, la recherche d'une intégrale du premier 
système complet exigera une opération d'ordre 2n — 2m, car nous 
avons un système complet de m équations à 2îi variables indépen- 
dantes dont nous connaissons m intégrales F,, ..., F^. Nous aurons 
ensuite à faire successivement des opérations d'ordre 2n — 2to — 2, 
2n — 2m — 4, ..., 4, 2 et enfin une quadrature. En particulier, 
pour intégrer une seule équation, il faudra faire successivement des 
opérations d'ordre 2n — 2, 2ji — 4, ..., 4, 2, tandis que la méthode 
de Cauchy exige que l'on fasse des opérations d'ordre 2)i — 2, 
2ii — 3, 2n — 4, ..., 3, 2, 1. Dans la méthode de Cauchy, chaque 
intégrale nouvelle permet d'abaisser d'une unité l'ordre du système 
d'équations différentielles; avec la méthode de Jacobi et Mayer, 
chaque intégrale nouvelle permet d'abaisser de deux unités l'ordre 
du système d'équations différentielles dont on a à chercher une 
intégrale. 
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Remarque. — Dans la pratique, il arrive quelquefois qu'on peut 
simplifier les calculs précédents par différents artifices. Par exemple, 
étant donnée une équation de la forme 

(A) F{a!„ x^, ...,x„,p^, ..., p„, ?„ ..., ?™)— 0, 

où Ç|, ..,, <f^ désignent des fonctions de x„ x^, ..., x^, p,, ,.., p,„ 
toute intégrale du système 

^ ' ( H ^ F {x^, ..., X,, p„ ..., p„, a„ ..., «0 = 0, 

où œ,, ..., «^ sont des constantes quelconques, satisfait évidemment 
à l'équation (A). Si ce système (B) est en involutiou, il admettra une 
intégrale complète avec n ~ m constantes arbitraires et celle inté- 
grale, dépendant en outre de a^, ..., a„, sera une intégrale complète 
de l'équation proposée. Pour que le système (B) soit en involulion, il 
faui et il suffit que l'on ait 

(,.,,.) = 0, (H,„) = 0, 

C'est ce qui arrivera, par exemple, si f,, ..,, !f„ H ne renferment 
que des couples de variables différents {Xf, p^. C'est à ce procédé 
que M. Imsehenetsky {') a donné le nom de séparation des variables. 
Prenons, par exemple, l'équation 

F:^~ + p^x^ (^ + pA + xlx^pl -^ pIx^— 0; 
posons 



H ^ i-! + «j ï-^ + (TjP, + «la;, — «, = 0, 

nous avons un système en involuUon. Nous pourrons opérer avec 
système comme avec la première équation. Posons pour cela 



I') lHischi^iiftfR!;y, Si 
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on tire de là 

Une quadrature facile donne une intégrale complète 

" t "'' - iiâ, ^'^' "'" ^"^'''^ ' + «. L x,+ 

62. Les paragraphes précédents contiennent l'exposition de la 
mélhode de Jacobi sous sa forme générale. Nous allons maintenant 
faire connaître la marche même des opérations suivie par Jacobi. 

Lemme. — Soient Hj, H^, .,., H[t \i, fonctions distinctes de x„ x^, 
..., x^, p^, p^, ..., p„ et telles que le déterminant 

D (H. , ..., Hh.) 
D(p., ...,p:,.) 

soit différent de 0/ si on tire des équations 

H, = «„ ..,, i-l|. = «^ 

Pi, Pj, ..., Pu en fonction des autres variables, 

Vi = -^i{Pl^+i> ■■■tPn, ^r ■■■>'■«»)■, (i^"!, 2, ..., |j.), 

et si on a identiquement 

(H„HO — 0, (i,fe = 1,2, ...,;,.), 

on a aussi identiquement 

(P; — iCi) Pt — 'W ^^ ^■ 

On pourrait déduire ce résultat de ce qui précède; noua allons en 
donner une démonstration directe. Les fonctions %, ..., ijini satis- 
faisant à l'équation Ha ^^ Ua, on en déduit, en dilïérentiant par 
rapport à x^, 
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'^'^t à (ili, — p.) 



<m _ V ^ ^ (P>^ — '^'■) . a 



On trouve de même 






et il est évident que cette relation est encore exacte pour 

i^l,2, ...,|A. 
Ecrivons les relations analogues pour Hp, formons i'expression 

dpf àXi dxi àpf 
et sommons par rapport à s, il vient 

o = (H„H.)=■|'|ii-^^p.-^,p.-«. 

Le déterminant fonctionnel 

B(F,. ....F,) 
D(p„..,p,) 

étant différent de zéro, on en conclut, comme plus haut, que l'on 
doit avoir 

(P>, — '}'»i Ph — 'h) = 0. 

Cela posé, considérons le système en involution 

(7) jj, — il-, = 0, p^ — ^^ = 0, ..., p,„ — i|j,„ = 0, 

où ili,, lij, .,., i^ni désignent des fonctions de Pm + \, ■■■, Pm ^i, a^j, 
,.., a;„. D'après la méthode générale, on cherchera d'abord mie inté- 
grale du système 

(Pi-'^pf)^Û, ..., (p. - ^,„, f) ^ 0, 
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qui s'écrit 



if 



(8) ! •"■'■ - 

■ dx^ ^^^^{dx^àpt dp^dxj ^^dx,,dpt 

C'est un système jacohien où les coefficients ne contiennent pas 
Pli Pî) ■■■> Pix'j nous aurons donc encore un système jacoliien en lui 
adjoignant les équations 

^0, 





opi dp, dp,^ 


et le systèr 


ae (8) prend la forme 


(8') 


àxi ^^^liàxi^dpi, dp^àXk\ 




(i = l,2, ..„m). 


Il ne contient que les 2?i — m variables 




X,, ...,X„, p„, + „ ...,p„. 



Soit /■, (Pm + i, ■■-, p„, Xf, ..,, a;„) une intégrale de ce système; nous 
adjoindrons l'équation f, ^= a^ au système (7) et, en la résolvant par 
rapport ày„, +,, 

nous aurons à considérer le système 

p^ — CJ^ = 0, p^ — CTj = 0, ,.., îJ„— CT™=^0, î?M4-i— CTw + j— 0, 

où cî,, cTj, ..., u,„ désignent ce que deviennent i|/[, ilj, ..., t}i^, quand 
on y remplace p™ + i par iSm + i- Ce système sera également en 
involution, d'après le lemme précédent, et on aura à chercher ensuite 
une intégrale du système jacohien de m + 1 équations à 2n — m — 1 
variables 

{p, - ra„ f) = 0, ..,, (p™^, - t^™^.,, f) = 0, 
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et ainsi de suite. On arrivera enfin à un système d'équations donnant 
les valeurs de toutes les dérivées 

p, — n, ^0, ..,, j3„ — n^t^O, 
et tel que l'on ait 

ip. — n„ p„ — U(.) = 0, 
c'est-à-dire 

dX), dXi ' 

et, par une quadrature, on aura une intégrale du système proposé 
dépendant de Ji — m -+- 1 constantes arbitraires, c'est-à-dire une 
intégrale complète de ce système. 

En suivant la marche que nous venons d'indiquer, on a immédia- 
tement des systèmes jacobiens réduits au plus petit nombre de 
variables possible. 

Exemple. — Considérons le système 

F, — p,p, — œ^a;, = 0, 
Fj ^^^PiPi — x^x^ = 0. 
Formons (F„ FJ : 

(Fj, Fj) =: —p^X^ + Pi^i + P^^i —Pi^i — 0. 
Cette nouvelle équation est distincte des deux précédentes. Le système 
de ces trois équations est équivalent au suivant : 



_PI^s + XjX^x^ ± (pIx^ - 



Considérons en particulier le système que l'on obtient en prenant le 
signe ( — ) dans la dernière équation, il s'écrit 

Pi X, Pi 

C'est un système en involution, il est aisé de s'en assurer. Nous 
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ivons alors à chercher une intégrale du système linéaire jacobien 



dx, pI dx^ ' 




dx^ x^ dx^ a!j dp, " 


= 0, 


df ^ x,x, df __^ 
âx, pl dXi 





Appliquons la mélliode de Jacobi à ce système (§ 34). La première et 
la dernière équation admettent l'intég;rale évidente f =:p„ et, en la 

substituant dans la seconde, le résultat est -^; cherchons donc une 



intégrale de la seconde de la forme f= {p„ x^) 


; 9 devra satisfairo 


à l'équation 


à<> àti p. 




c'est-à-dire 


i)0 i)0 „ 




Le système 


dx^ _ (% 





a pour intégrale — ■j=. a; par suite, on a 

ce qui donne l'intégrale complète 

x.x, 

z = -i i- a x^x^ + h. 

63. Nous avons vu, dans ce qui précède, que l'intégration d'un 
système en involution 



se ramenait à la détermination de fonctions F™ + i, F,„ + j, ..., F„ des 
variables a;,, x,, ..., a;„, p,, ...,p,„ formant avec celles-ci un système 
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en invcjlutioii et telles qiis le déterminant 

^^ D(K„F„...,F,.) 

soit différent de zéro. M, Mayer (') a montré que cette dernière restric- 
tion n'était pas nécessaire. Il s'appuie pour ceU sur les remarques 
suivantes : 
1" Considérons ■^ équations 

F, =: «„ ..., F;j^ — ffl|j., 

formant un système en invoUition, et telles que 

D(F., .■.,F,) ^ 
l)(p„..,,P[.)=" ■ 

On pourra les résoudre par rapport k p^, ..., pj. et les mettre sous 
la forme 

Pi = '4'i' ■-■> Pf'^ V 
Soit H une fonction de a;-, pa toiie que l'on ait 

(F;, H) — 0, (i — 1, 2, ..., fA), 

et '!> ce que devient cette fonction quand on y remplace p^, ,.., Pjj. 
respectivement par i|ii, ..., ijjji, je dis qu'on aura 

(Pi — A;, *) — 0, (J = l, 2, ..., \i). 

En effet, on 







ce qui s'écrit 








et, de même, 






àPi Opi j^j dpk àpi 



fmefknile {Melheemlmhe Animha, 
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D'ailleurs, 






donc 

Puisque, par hypothèse, on a 

{F„, Fp) :^ 0, (F„ H) — 0, 
on en conclut d'abord que l'on a (§ 62) 

(Pt — ^h, Ph — ^t) — 0, 
et, par suite, on aura aussi 

et enfin 

(p, — ^„*) = 0, {h = i,%...,v.). 

2" Supposons qu'on ail trouvé des fonctions F„ + ], ..., F, telles 
que si on les joint aux fonctions F,, ..., F„„ on ait un système en 
involution 

et supposons qu'on ne puisse résoudre ce système par rapport à 
J'u Pal ■■■)?«■ Imaginons, pour fiser les idées, qu'on puisse résoudre 
les [x équations 

F, ==«„ ..., V^ — Ui., (|J^^"ï). 

par rapport à p,,Pj, --■, î5|i 

p^ — r^j = 0, ..., P(i — "llA ^ 0, 

et qu'en portant les valeurs de pj, ..., pj. dans F|i + i, ,.., F„, ces 
équations deviennent 



y Google 



160 LRÇONS SUR LES ÊQUAtlONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

les fonctions ^Y-i-b ■■■' 'ï'" '^^ contenant aucune des quantités 
^[i + i, .--, jP„. Ces dernières équations pourront être résolues par 
rapport à x^ + i, ■.., x^. On a, en effet, en vertu de ce qui précède, 

{Pi — <hi, <!>(,) =^ ; 

les fonctions '1*^ satisfont par conséquent à un système jaeobien résolu 

d'î> d<i' 

par ranport à ■ — -, .... — — ; elles sont donc distinctes, considérées 

comme fonctions de cc|t-i-i, ..., x„ (§ 27), On en conclut qn'e'tont 
donné un système quelconque en involution de n équations 
distinctes, on peut toujoui's choisir un système de variables 
aiii + i, .-., x„ tel qu'on puisse résoudre ce système d'équations par 
rapport à 

Pv ■■■-Ph.> ^v-<->, -jX^- 

Cela posé, imaginons que l'on fasse le changement de variables 
suivant. Prenons pour nouvelles variables indépendantes x^, . , x^, 
que nous appellerons a;!, ..., ojfi, etp^i + i, , p„ que nous romph- 
cerons par x^ + i, ..., xl, et pour nouvelle fonction 

z' =z~Pi,+iX^^,~ .. ~p,J.„, 
on aura 

dz' ^= dz — î5jt+i rfiKsi+i — ... — ))„ dx^ 

— dji[i+i x^+^ — ... — dp,, x^, 
T= p, dx[ + Pj dx'f + ... + p[t dx'n 

— X'^+i da;fi+i — ... — x„ dx!„ 

on en conclut qu'il faudra poser 

P,=PU -, Pv-=PI'> X[a + i=:— P1I4-1, .-■, 35« — — pi) 
p'i, ..., pà désignant les dérivées de z' par rapport à x[, ..., x'„. Le 
système proposé, par ce changement de variables, sera remplacé par 
le système 

r, = a^, ..., f; = «„, 

qui sera en involution, car on aura identiquement 

(F„F.) = (r;,r;), 

et, do plus, pourra être résolu par rapport à p[, p,, ..., pi,- On saura 
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donc trouver une intégrale complète du système FJ = a^, ..., F„', 
:= a^, et la transformation inverse donnera une intégrale complète 
du système proposé. Il est à remarquer, d'ailleurs, qu'en appliquant 
la méthode de Jacobi comme nous l'avons exposée (| 62), ce cas ne 
se présentera pas. 

Le même raisonnement prouve que, si on a un système en invohi- 
tion de \j. équations distinctes ([j. -=; n), on peut toujours, par la 
transformation précédente, le ramener à un système en involution 
de |j, équations pouvant être résolues par rapport à n des quantités p. 

64. Considérons une seule équation aux dérivées partielles du 
premier ordre 

F, = Mj, 

ne contenant pas la fonction inconnue z. Nous avons ïu qu'à une 
quadrature pi'ès son intégration est équivalente à celle de l'équation 
linéaire 

(r„») = o 

à 2n variables. D'autre part, nous savons aussi, d'après ce qui 
précède, que si F^, Fj, ,.., F^ sont des fonctions distinctes telles 
que l'on ait 

(F„ F;) = 0, (F;, F,) = 0, (i, k = 2, ..., n), 

on a une intégrale complète de F, ^= «, el, par suite, l'intégrale 
générale de (F,, 4')=::0 par une quadrature; nous pouvons donc 
énoncer îe théorème suivant : 

Théorème. — Si on connaît, outre l'intégrale Fj, {n — 1) inté- 
grales distinctes F^, F^,...,F^deVéquation(F„ ^)=iO satisfaisant 
aux conditions 

(Fi, Fi)^0, {i,k = % ...,n), 

071 aura l'intégrale générale de cette é(iuation par une seule 
quadrature. 
Gè théorème porte souvent le nom de théorème de Liouville (i). 

(t) Journal de Liounilk, 1" série, 1. XX, p. IS7. 
G, Lecoan. il 
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65. La méthode de Jyeobi et Mayer a'éiend, sans modification 
essentielle, aux systèmes d'équations où figure la fonction inconnue s. 
Il siiffit de remplacer les parenthèses par les expressions [U,V] dùfi- 
,nies plus haut. Étant donné un système d'équations 

(9) H,z^O, ..., H„ = 0, 

entre z, x,, ..., a!„, p^, ..., p„, le problème de l'intégration pourra 
être posé ainsi : Trouver n — m + 1 autres fonctions H^ + i, ..., H„, 
H„ + |, telles que les valeurs de s, jij, .■■,'^s déduites des n + 1 
équations 



vérifient les relations 



Si chacune des fonctions H„*i, --., H„, H„ + i contient une constanie 
arbitraire, on aura une intégrale complète. 

Théorème. — Si une fonction z satisfait aux detix équations 

F = 0, H = 0, 

elle satisfait aussi à l'équation du premier ordre 

[F, H] — 0. 

Supposons d'abord que E,)3j, ...,p„ soient des fonctions quelconques 
de x„ ..., x^ vérifiant ces deux équations. On aura 







■^')\l 


àPk dXi 








_ d 


d 






■*Tz 




-.) 


iCi dF 


àxi 




1!- 


sommons par rapport à 


. i, puis permutons 


H 
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et F ainsi que les indices i et /i dans la somme double; en retrancliyiit 
les deux équations obtenues, on parvient à la relation 

' m ■.! v/'^J^'^H dndF\ (dz \ 



(10) 



^ Z{ -^l à^t àp, \dxi OxJ 



Si z désigne une intégrale commune aux équations H = 0, F = 
et pj, . . . , p„ ses dérivées, on a 

(i, A; = 1,2,..., n), 
et, par suite, 

[H, F] — 0. 

Ou pourra donc adjoindre au système (9) toutes les équations 

[H;, ly = 0, {i,h = i,% ..., m), 

qui ne sont pas des conséquences algébriques des premières, et 
recommencer les opérations sur ce nouveau système, Mais on peut 
toujours conduire les calculs de façon à arriver soit à un système 
incompatible, soit à un système eu involution, c'est-à-dire à un 
système pour lequel tous les crochets sont identiquement nuls. 
Résolvons, en eifet, les m équations (9) par rapport à z et {m — 1) 
des dérivées, ce qui doit être possible, car, sans cela, du système 
proposé on pourrait déduire une ou plusieurs équations ne contenant 
ni z ni ses dérivées. Soient 

ces équations résolues; t}i, i^^, ..., ù™_i ne dépendent que de p,„, ..., 
p^, a;,, .,., x„. Le système 



<">r-*-;'n^t:: 


-a!,.^,(p._.-*.-i) = l 
, P.-, - 'J.-, = Il 


sera équivalent au système (9), et 


il est aisé de voir que tous 
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crocliets 

[pi — '!';> Pk — -^j-] 
et 

[s — li~X, (p, — à,) — ... —Jl™_,()5„,_i — <}.„,_,)> Pi — 'l'i] 

ne coiillennent aucune des quantités z, p„ ...,^„_i. Les équations 
que l'on obtient en égalant ces crochets à ne pourront donc êlre 
des conséquences des précédentes que si elles sont identiquement 
vérifiées. En continuant de la sorte, on arrivera donc soit à un 
système incompatible, soit à un système en iiivolution. 

Théorème. — Soit 

H, =«,, B^=:a^, ..., H„+i = «„^., 

un sijstèmc en involution de (vi + 1) èqtiatioiis, tel que le déter- 
■minant fonctionnel 

D(H,, H,, -..I-I.+i) 

ne soit pas nul; les valeurs de z, p^, ..., p„ tirées do ces équations 
satisfont aux relations 





âz 




~ àx,' 


{h 


ft = l,2, 


...,»). 




En 


effet, les équations (10) 


deviennent 


ici, puisque [H^, 


,Hpl = 0, 
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\àz dp, 


dp, dz ) [dx, 


.) 














-^11 


àp. 


dp, \dx. 


<>f,\ 
àxj- 


:0, 


et c 


m en oonelut. | 


par nn K 


lisonnement tout 


pareil à celui qui a d 


oj4 


été 


emple,é{§60) 


1, qne l'o 


na 











= 0, -^ — -^' r 



La valeur de z tirée de ces équations est donc une intégrale du 
système qu'elles forment. En particulier, z sera une intéorale du 
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système 

Hj =:; a,, ..., H^ — «„„ (moi + l) 

tiré du précédent. D'ailleurs, comme s contient les {n — m + 1) 
constantes arbitraires a^ + n •■■! c^u + n c'est une intégrale complète 
de ce système. 

Pour intégrer le système en involutioyi 

H, — 0, H, =0, ..., H,„=^0, 

on est donc ramené à déterminer (ii — m + 1) fonctions H„,+ ,, ..., 
H„+i qui forment avec ce système un système en involution. Pour 
cela, considérons le système d'équations linéaires 

On a, comme nous l'avons vu {§ 55), 

[[H{, H,], *] -ir [[H„ <^], H;] + [[$, H;], Hj 

Posons 

[H„ *] = Y (tP), 

l'identité précédente devient, puisque [H;, HJ = 0, 

Y (X («)) - X (y (*)) = _ ^' Y (*) + ^ X (»). 

Ceci nous prouve que les équations linéaires [H„ $] zr; forment 
«K système complet. Pour trouver une intégrale de ce système de 
m équations à 2ii + 1 variables, dont on connaît m intégrales, on 
aura à effectuer une opération d'ordre 2îi — 2m + i. Soit H^ + i 
une intégrale de ce système; on' cherchera ensuite une intégrale du 
système 

et ainsi de suite. On aura ainsi à faire successivement des opérations 
d'ordre 

2rt — 2m + l, 2)i~2m — 1, ..., 5,3,1. 
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Exemple. — Considérons le système 

F{p, q, z ^px — qy) =0, T^ip, q, z — px — qy) = 0; 

on reconnaît aussitdt que les trois équations 

p = ai, g — «j, z — px — qy ~ a, 

forment un système en involution. On aura donc une intégrale 
complète du système proposé z^=a^x + a^.y + a,, pourvu que 
les constantes a^, «j, », vérifient les deux relations 

r («„«., a.) = 0, F,(«„«„».) = 0. 

Du reste, la théorie géométrique de ce système est très facile à faire; 
on a une intégrale de chacune des deux équations en prenant les 
plans tangents à deux surfaces. 2„ 2^ respectivement. Tout plan 
tangent commun à ces deux surfaces donnera donc une intégrale 
complète du système proposé. L'intégrale générale se confond ici avec 
l'intégrale complète et il j a une intégrale singulière, la dévûloppable 
circonscrite aux deux surfaces 2, et Sj. 

Remarque. — Comme dans le cas précédent, on pourrait montrer 
qu'il n'est pas nécessaire de pouvoir résoudre les équations 

par rapport à z,p^,p^, ■■■,p^- H suffît que ces n -f- l fonction'^ 
soient distinctes. On remarque d'abord que si on a un siileme en 
involution de h + 1 équations distinctes, lune au moins de ces 
équations contiendra z; autrement, on aurait un système complet de 
n équations à 2n variables admettant n + 1 mtégiales distinctes 
Tirant z de l'une de ces équations et portant dins les lutie^, on sera 
conduit à un système en involution F, = 0, , F„ ::::: 0, ne conte- 
nant pas s; le raisonnement s'achève comme au § 63. 

66. Supposons qu'on veuille intégrer une seule équation 
II, = ffl,. 
L'intégration de cette équation revient à celle de l'équation linéaire 
[II„ *] = 0. 
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Or, si nous pouvons déterminei' n intégrales distinctes IIj, ..,, H„_f. 
de cette équation, tftlies que tous les crochets 

[H;, HJ, {i,k = i,% ...,n 4-1) 

soient nuls, nous venons de voir que l'intégrale générale s'obtiendra 
par des opérations algébriques. Ceci fournit une généralisation du 
théorème de Liouville. 

Théorème. — Si on connaît n intégrales distinctes U^, ,..,II„+|, 
différentes de H,, de l'équation linéaire 

[H„ *] = 0, 

satisfaisant aux relations 

[H;, ty ^ 0, (i, k — 2, 3, ..., n + 1), 

on aura l'intégrale générale de cette équation par des opérations 

ALGÉBRIQUES. 

67. Si, en appliquant la méthode précédente à un système en 
involution de m équations, on est arrivé à un système en involiition 
de 11 équations 

H, — a„ ..., n„~a„ 



t)(p„...,P.) 

quement nul, au lieu de chercher la dernière fonction H„+i, on peut 
résoudre ces n équations par rapport à Pj, ..-, J»„ et les valeurs ainsi 
obtenues rendent l'équation 

dz = Pi dx, + ... + p„ dx^ 
complètement inlégrable. En effet, des équations Hj, x^ 0, Hp =; 0, 
on déduit, par un calcul tout pareil aux précédents, la relation 

[H., H.] + y y '-^ la (p -p)=o, 

L "' PJ jLi^^àpi dpt \dXi dxj ' 

et ces relations nous donnent, puisque [Hq, Hp] := 0, 

dp^ _ dpf (■ i. .1 n \ 

dxi ^ dXf. ■ '' ' "' "■' 
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On reconnaît sous cette forme la généralisation immédiate da la 
méthode de Lagrange et Charpit. 

Remarque. — Si on applique la méthode de Jacobi et Mayer, sous 
sa forme générale, à une équation F, — 0, on obtient non seulement 
une intégrale complète de l'équation proposée, mais une intégjale 
complète de l'équation plus générale F, ^ «j, où «, est une constante 
quelconque. Il semble donc que cette méthode est moins directe que 
celle de Cauchy; mais il est facile de lever la difficulté. En effet, dans 
toute équation du premier ordre, on peut introduire une constante 
arbitraire sans compliquer l'intégration. Si par exemple l'équation 
contient î, il n'y aura qu'à changer e en e 4- a; si l'équation ne 
contient pas z, on changera ï en s + ax;, ce qui revient à remplacer 
Pi par Pj + a. De même, si on a un système en involution tel que 

; _ ,1, _ (p, _ ^^) X, — ... — (p„_, — 4;„,_i) a:„,_, = 0, 
p^ — (!j, — 0, ..., p„,_i — 'i„_i = 0, 

où (^, i|;[, ..., 'j'ru— : sont des fonctions de p„,, ...,p,„ x^, ..., a;„, eu 
changeant ; en s -h a + a^x, + ... -f- ra„,_i 3;,„_i, on sera conduit 
à un nouveau système en involution contenant n constantes arbi- 
traires 

3 + a — "î- — a;i (Pi — 'î-i) — ... — a:„-i (p„,_: — i}*™-.,) = 0, 
J>, 4- «1 — <}, — 0, ..., )i„_i + (ï,„_i — 6™_i — 0. 

Celle remarque nous sera très utile dans la suite. 

Exercices. 
Appliquer la méthode de Jacobi aux équations suivantes : 
1° p, + Çix^ ■+- ^x^) p, + {4^2 + Sxj) Pj 

+ [x^ + a;^ (pj — Pj)] p5 4 — — ~ 0; 
(Imschësetsky.) 

2» (x^p,-i-x,p^)x^+p,{p^~p^)lpl + {p^'i'X^)(p^ + x^)p^~\—aJ•, 
(Imschenetskv.) 
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(Ampère.) 
4° z = f(Pi,p,,...,p,); 

5° (a'îPi + X^p^} X^ + (fPiiPi — Pi) — 1 =; 0; 
6« PiX\ ^^ pI -i- api; 
1" XiP\ + x^fl -h 'x^p\ =PiPsPj; 
8° p\ + p\ + p\ ^= x\ + x^x^ + xl + x^x^ + x^x^ + x\; 

10" a;, +^^x\ -^ i^iPiPs + "'iPiPt — 0; 

42" a:;;^, + 3:,^^ + (p, — p^) (pj + x^) (p^ + icj — d ; 

13". PiPjpa + XiX^X^ i^iPi + i^sPa + ^aPa) ^ î^î^sPaPt 

-f- cCj^^iPapi + x.ajjPiPg; 
14" aj^c^p, -5(^323,)= + Ois (t,p,—.t,P37 + «3 (a;,p, — XjPiy — -l. 

(Sghlàfli.) 
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CHAPITRE VIII 

Méthode de Lie. 



68 On doit à M Lie {^) une nouvelle méthode d'intégration qui 
se rallache de !a fa^-on la plus naturelle aux méthodes précédentes, 
dont elle et>t en quelque sorte la synthèse. M. Lie a été conduit à 
ceite méthode pai la tliéorie générale des caractéristiques. Nous 
allons donnei , dan'^ ce chapitre, une démonstration, due à Mayer (®), 
du theoième fondamentil de Lie. 

Considérons un système en involution ne contenant pas la fonction 
inconnue V 

ÔY dV \ 

"'''^"' dx..,^,''"' dccj' 



^ = F, X,. 

I dV_ / dY d\ \ 

\ ^^" "'P''"" ■■■''^"'(?a:„,+i' '"' dxj' 

Ce système étant en involution, on a identiquement, en remplaçant 

dY 

j^ par Pi, 

(P. - F„ P, - F.) = 0, a, k^i,% ..., m). 

Pour intégrer ce système par la méthode de Jacobi et Mayer, il 

|i) U^, Ailee^eine ThsoTie d^ perlielUa SiiTMenlittleteichiiasea erHer Ordams {Mulheaia- 
lische Anneltn, t. IX, p. 345-906). 

(i) Maver, Diret.le Ableiliais ier Lin'cKen FmdamfulaUhMreTini ilurch die Methede vos 
Caueka {Matheniafisclie Amiaten, t. VI, p. I0î-I9fi). 
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faudra commencer par chercher une intégrale, indépendante de 
Pli ■•■)Pm! <^ti syslème jaeobien 

(p.- F,, = 0, ■.., (P. - F., /■) = 0, 

qui, développé, s'écrit 









Imaginons qu'on applique à ce système la méthode de Jfayer (g 30) ; 
on posera 

x^^:=xl + t, x^^=ix\+ty^, ,.., x^, = x^^ -\- ty ,„, 

*7 Vil ■■■1 Vm désignant les nouvelles variables, et on sera ramené à 
chercher une intégrale du nouveau système jacobien 

dt ,-^,\àxi, dpt dpi, dxj ' 



où H,, Hj, ..., H,„ désignent ce que deviennent F,, i\, ..., F„, par le 
changement de variables précédent, et où on a posé 

gi^H, ^y^H, H- ... +y„H,. 

Nous savons que pour avoir une intégrale du système (3), il suffit 
d'avoir une intégrale de la première équation de ce système. 

Faisons le même changement de variables dans les équations (1), 
elles prendront la forme 



y Google 



172 



! PARTIELLES. 



et on voit immédiatement que le système jacobien (3) joue le même 
rôle, par rapport au système (4), que le système (2) par rapport au 
système (1). I! suit de là que, soit que l'on veuille intégrer le système 
en involution (4), soit que l'on veuille intég;rer l'équation unique 

la première opération à effectuer sera la même dans les àawii. cas : 
on aura à chercher une intégrale de l'équation linéaire 

(p, -s,f) = 0, 

qui est la première des équations (3). Mais l'analogie entre les deux 
problèmes ne s'arrête pas là. Nous allons montrer en effet que, si on 
a intégré l'équation an — m -h 1 variables 

àt 

on en déduira immédîatemeiit une intégrale complète du sys- 
tème (4). 

D'une façon plus précise, nous allons montrer que l'intégrale de 
cette équation, qui, pour t =i 0, se réduit à 



vérifie les autres équations (4). Imaginons qu'un applique la première 
méthode de Jacobi à l'équation 



on intégrera le système d'équations différentielles 

•^ dt dpj' dt âxi,' • ' "■ '' 

Soit 

(6) { ^'= = n (f' y%^ ■■■' !/.«' «-+■' ■■■' «»> ''-+'> ■■■' ''«). 
{ Pt = 'h ('. !/s. ■•■) y™. a„+i. ■■■) a,„ ''".+1, ■■■, K) 

l'intégrale générale de ce système, où a,„-M, ..., a,., !î„ + i 
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désignent les valeurs iuiliales rie p„, 4.1, ..., p,„ x,„^ 
t ^3 0; l'expression 



^X'(s-iftf,)' 



l'intégvale de l'équation - 

+ 1 ^m + i 4- --. + a„ x„, si on l'exprime au moyen des variables 
s (, Xi, «;. Pour plus à<i clarté, désignons pai' W ce que 
devient la fonction V quand on y remplace h^^^, ..., b„ par leurs 
valeurs tirées des formules (6). Nous allons montrer que cette 
fonction W satisfait aux équations (4). On a, puisque V se déduit 
de W en y remplaçant x^ + i, ■■., x^ par les valeiirs (6) 

àpi ~ àiji ^^ dxi dyt 
D'ailleurs, V étant une fonction de t, y^, a,, et &(., 






et, en Lenant compte (les équations (5), 

Comme, pour l ^(i, x^ se réduit à h^, on en conclut que 

et, puisque W est une intégrale de la première des équations (4), 



il reste 



-p*; 






rf£. 
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IJ'un aLitre côtù, puisque le système (4) est en involutîon, un a 
(pi -3; Pi — (H.) = 0, 



ce qui s'écrit 




d^ dU V ( '^^^ ^^ ^^ ''f' ] - 


:.0, 


en posant 




En remplaçant Xf, et pj par les expressions (6), qui sont 


les intégrales 


des équations (5), H vient 




à& d(i '^" i dfi dx^ dfi dpt ) 
dyi^Jt^^^^^\dx„ dt '^ âp^~dï ]~ 


dfi 
dt' 


et on a la lelation qu'il fallait démoatrer 





Nous pouvons dono énoncer la proposition générale suivante : 



Théorème. — L'intégration d'un système en invohttiôn de 
m éqitations à n variables indépendantes se ramène à l'intégration 
d'une équatio7i unique an — m + 1 variables indépendantes. 

Remarque. — Dans la démonstration du tliéorème précédent, nous 
ne nous sommes servis que des relations 

(p, — g;, Pi— £H;) — 0, 

mais nous n'avons pas utilisé les autres équations 

(p, — fH,., p^ — t II,) ^ 0, 

qui expriment que le système (4) est en involution. Cette conclusion 
peut sembler paradoxale, mais il est facile de voir que les dernières 
relations sont des conséquences des premières. En effet, de l'identité 
fondamentale 

(p, - ï?, (Pi - ( H^, P, - f H,)) + {pi - 1 H;, {p,-t H„ p, - 3')) 
+ {p, ~ t H,, (p, - gi, Pi - f H;)) = 0, 
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on conclut que la parenthèse (p, — (H;, pi, — tHf_) est une intégrale 
de l'équation linéaire 

or, tous les termes de cette parenthèse contiennent t en facteur. 
Cette intégrale doit donc s'annuler pour t ^: et, d'après le théorème 
g^énéral de Cauchy, l'équation linéaire précédente n'admet pas d'autre 
intégrale que /'r^ qui soit nulle pour t ^= 0. Il faut donc que la 
parenthèse soit identiquement nulle. 

69. Le théorème fondamental de Lie permet de compléter sur un 
point essentiel la méthode de Jacobi et Mayer. Supposons, en effet, 
que dans l'application de cette méthode ou arrive à un système en 
involution tel que le système (d), pour lequel on sache intégrer 
complètement le système jacohien correspondant (2). L'intégration 
du système (1) est alors ramenée à une quadrature. En effet, si 
on connaît l'intégrale générale du système (2), on aura au^si l'inté- 
grale générale du système (3) et, en particulier, de la première 
équation de ce système, ou, ce qui revient au même, des équations 
différentielles 

dxi, __ dS dpi, d$ 

• ' 'dt ~ ~ Jpk' 'àï ~ 7x1,' 

Or, nous venons de voir quo, si on connaît l'intégrale générale de 
ce système, on en déduit par une quadrature une intégrale complète 
du système (4) et, par suite, du système (1). 

On voit donc que, dans l'application de la méthode de Jacobi et 
Mayer, on peut s'arrêter toutes les fois que l'on arrive à un système 
jacobien que l'on sait intégrer complètement. Cette méthode comprend 
à la fois la méthode de Cauchy et celle de Jacobi comme cas particulier. 
L'intégration étant commencée par la méthode de Jacobi, on peut 
s'arrêter quand on veut et ramener le système en involution obtenu 
à une équation unique au moyen du théorème fondamental de Lie. 

70. Voici maintenant la nouvelle méthode d'intégration que M. Lie 
a déduite de son théorème. Le système en involution proposé étant 
ramené à une équation unique à n variables iiidépeniiantes 
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on cherchera une întëgrale de l'équation linéaire 

(P, ~ f. f) = 0. 
Soit Sj cette intégrale; le système en involulion 

(8) y,-/' = 0, ,,=<.„ 

peut, d'après ce qui précède, être ramené à une équation unique 

an — 1 variables 

(<J) p»>-fo>=0. 

-De toute intégrale complète de cette nouvelle équation, on peut, en 
effet, déduire par des opérations alg'ébriques une intégrale complète 
du système (8) et, par suite, de l'équation (7). On cherchera ensuite 
une intégrale ç^ de l'équation linéaire 

ip? - r'\ ?) = 0, 

et on ramènera le système en involution 
à une équation unique à n — 2 variables 



et ainsi de suite. Après n — 1 opérations de ce genre, on sera 
ramené à une équation 

à une variable indépendante seulement. De l'intégrale générale de 
cette équation différentielle ordinaire, on déduira ensuite, en remon- 
tant de proche en proche, une intégrale complète de chacune des 
équations intermédi ailles et, par suite, de l'équation (7). 

Chaque intégrale nouvelle diminuant le nombre des variables 
indépendantes d'une unité, l'ordre de l'équation linéaire correspon- 
dante sera diminué de deux unités. On voit facilement, d'après cela, 
que la méthode de Lie exige le même nombre d'opérations que la 
méthode de Jacobi et Mayer. L'application de cette méthode donne 
encore lieu aux remarques suivantes ; 

i" On voit immédiatement qu'à chaque ins[ant de l'opération on 
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pourra abandonner la méthode de Lie et appliquer celle de Cauchy si 
elle est plus avantageuse. Car, si on a oblenu une intégrale complète 
de l'équation pf — (^J cr; 0, on en déduira encore, en remontant 
de proche en proche, une intégrale complète de chacune des équations 



2" Si on a déterminé s intégrales distinctes 'fij, ..., >'^, de l'équation 
(p.» ^ ^(.), ^) = 0, 

on pourra diminuer de s unités le nombre des variables indépendantes 
pourvu que ces intégrales vérifient les relations 

En effet, le théorème fondamental de Lie peut être généralisé comme 
il suit : Étant donné un système en involution de m équations à 
n variables indépendantes 

si on connaît s intégrales Fh, + ii ■■■; F^ + s du système complet 

(Fj, 'ï>)^0, ..., (F,„, *)^0, 
formant avec Fj, ..,, F„, un système de in -h s fonctions distinctes 
et telles que l'on ait 

{F«+i, F„+i) ^0, (î, & - 1, 2, ..., 3), 

l'intégration du systèm,e proposé se ramène à l'intégration d'une 
équation unique an — m — s-j-l variables indépendantes (i). 

Pour avoir une Intégrale complète du système proposé, il suffit 
en effet d'avoir une intégrale complète du système en involution 

F, = a^, ..., F,,==a„„ F^^^^^a^+i, .... F„+, = «„.+,; 



si ces équations peuvent être résolues par rapport à (m + s) des 
variables Pf, la proposition est établie (§ 68); s'il n'en est pas ainsi, 
on a vu au chapitre précédent qu'on pouvait toujours les résoudre 
par rapport à jj, des variables p et s — ja des variables x 
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les nombres O; et Pj, étant différents. Par une transformiition Jéjà 
employée (§ 63), on ramènera ce cas au précédent. 

71. Nous indiquerons, en terminant, une autre méthodi! que 
l'on pourrait suivre pour établir le théorème fondamental de Lie, 
en le ratfaehant aux tliûorèraes généraux de Cauchy. Repi'enons le 
système (1) 
« |^=F., ..„ f = F... 

et supposons que les seconds membres de ces équations soient 
holomorphes au voisinage du point x\, ccj, ..., x", pSi + i, ■■; pS- 
Soit, d'autre part, <i> (x,„ + i, x„^.3, .,., x^) une fonction quelconque 
des variables x^+i, aim + s, ..., x^ holomorphe, dans le voisinage du 
point xâ,^i, xX+2, ■■-, x^ et tells que l'on ait 

«7, = ''"" ■■■' ^ = '''- 

Cherchons s'il existe une intégrale V des équations (1), holomorphe 
au voisinage du point a; J,œ°, ...,03°, et se réduisant à 'I*(a^ + i, ...,a;„) 
pour x^ = x\, x^ = xl, ..,, x„ = xt- S'iî existe une telle intégrale, 
on connaît les valeurs initiales de toutes les dérivées partielles 
de V où ne figure aucune des variables x^, x^, ..., x^. D'ailleurs, en 
différentiant les équations (1), on pourra exprimer toutes les autres 
dérivées partielles en fonction des précédentes. Mais, ici, il y aura 
plusieurs manières de calculer une même dérivée; ainsi, on pourra 

calculer de deux façons difféi'entes — en partant des deux 



ainsi obtenues pour ^; — sont égales, on trouve la condition 

' ax^ ax^ 

(p< - r„ V, - ig ^ 0, 

qui est vérifiée puisque le système (1) est en involuiion. On voit alors 
aisément que, si le système est en involution, on n'obtiendra, par 
les dérivations, qu'uîie seule valeur bien déterminée pour chacune 
des dérivées, Si donC' il existe une intégrale V satisfaisant ans 
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conditions énoncées, i! en Ptisie une seule et les coefficients de son 
développement seiont bien deiermin s par les equdlions (^i) jointes 
mx conhtion': initiiles Admettons jue If développement ainsi 
tbtLnii loit comurgt.it noit, p nota eiioncei la proposition sui- 
vante 

Théorème. — Étant donné un sijslème en vwolution de m équa- 
tions 

où les fonctions F,, ..., F,„ sont holomorplies dans le voisinage des 
valeurs x\, ..., x^, pS,-t-ii -■■i P«j ^^ existe une intégrale de ce 
système, holomorjthe d'ans le domaine du point xi, ..., xi, et se 
réduisant 'pour x, = x\, .,., x^ ^^ cc^, à une fonction arbitraire 

*(x„.„...,x,), 
Iwlomorphc pour 



..., pi désignant les dérit 



àx?. 



La convergence de ce développement se démontrerait sans doiit« 
aisément par les méthodes de M"|« de Kowalewski. Le théorème sera 
d'ailleurs établi plus loin par d'autres considérations. 

Cela posé, faisons daus le système (1) le changement de variables 

Xj=x1 + t, x^^=xl + tî/j, ..., x,„ = xi-i- ty^; 
on obtient un système équivalent 



\ ày^ dy,^ 

d'après ce qui précède, ce système admet une intégrale qui, poui" i ^^ 0, 
se réduit à '5 (a^M + i, •■-, ic,,). Or la première équation de ce système 
admet une seule intégrale satisfaisant à celte condition. Par consé- 
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quent, toute intégrale de réquation. 

(10) ^^F, + y^F, + ... +y,„F„„ 

qui, pour f ^ 0, se réduit à une fonction des seules "variables 
œ„,-i,i, ..., x„, vérifie aussi les antres équations du système (9). 
C'est la généralisation de la proposition établie pour îes systèmes 
jacobiens (§ 30). 

Pour avoir l'intégrale considérée par Mayer, il suffit de prendre 
l'intégrale de l'équalion (10) qui, pour f ;^ 0, se réduit à 
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CHAPITRE IX 

Étude géométrique des équations à trois variables. 
Courbes intégrales. Solutions singulières {'). 

72. Reprenons une équation aux dérivées parUelles du premier 
ordre entre une fonction z et deux variables indépendantes % et y 

F{^,y,^,p,g)^0. 

Une"telle équation exprime ime relation entre un point d'une surface 
et le plan tangent en ce point, ou, ce qui revient au même, entre un 
point d'une surface et la normale en ce point. Soient x, y, z les 
coordonnées d'un point M d'une surface intégrale; les équations de 
la normale en ce point sont 

l^ — x _ X~y _ Z — z 
p ~ q ~ —i ' 

et, par suite, on voit immédiateraenî que les normales à tontes les 
surfaces intégrales qui passent au point M engendrent un cône (N) 
ayant pour équation 

Les plans tangents aux surfaces intégrales qui passent en un point M 
enveloppent par conséquent un cône (T) qui est le cône supplémen- 

l'I Le coDfeuu de co chapitre est extrait presque complèloinoiij du Mémoire de iU. I>arhouï 
surle3SotaHiiiiï»Mis''(iê'*«5Bti!.On pourra consullor aussi un important Mémoire do M. Lie, 
Deber Complexe, iaubtsaadere Linien md Kngel-Camfleio, mit Avaeniuiig mf die Tksoric 
partieller Di^eTmliiilgleieksBeeH (Ifiilltetmtische AxnaUii, l. V, p. 14i), et l'ouvrage célèfcre 
de Wohëo, Applicatim de l'Aaalgse h la GdométHi. 
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taire du cône (N). Donc, si Von eo7isîdère les surfaces satisfaisant 
à une équation aux dérivées 'partielles du premier ordre, pour 
chaque surface passant par un point de f espace, la normale doit 
se trouver sur un cône (N) relatif à ce point, ou, ce qui revient au 
même, le plan tangent doit toucher un cône (T) supplémentaire 
du cône (N). En particulier, si le cône (N) se composait d'un système 
de plans, le cône (T) se réduirait à un système de droites et l'équation 
F = se décomposerait en plusieurs équations linéaires. 

De même, considérons toutes les' surfaces intégrales tangentes à 
un plan donné P 

z~ax + ^tj + y; 

au point de conlact, on devra avoir- 

a—p, p = q, 

par suite, les coordonnées du point de coritacL vérifieront les deux 
équations 

F(x,y,z,a,g) = 0, 

qui définissent une courbe (C) située dans le plan donné. Donc, si 
l'oit considère les surfaces intégrales tangentes à un plan P, les 
points de contact sont situés sur une certaine courbe (C) de ce 
plan. 

A. chaque point de l'espace correspond ainsi un cône (T) ayant son 
sommet en ce point et, à chaque plan, une courbe (C) située dans ce 
plan. D'ailleurs, on peut établir entré les courbes et les cônes une 
liaison géométrique indépendante de toute intégrale. II est clair, en 
, eÉfet, que la courbe (C) située dans, un planT est le lieu des points M 
de ce plan pour lesquels le cône (T) est tangent au plan P. De même, 
le cône (T) relatif à un point M est l'enveloppe des plans P pour 
lesquels la courbe (C) passe au point M. On pourra donc déduire les 
courbes (C) des cônes (T) et inversement. 

Les deux propriétés précédentes se transforment l'une dans l'autre 
quand on soumet les surfaces intégrales à une transformation par 
polaires réciproques. Prenons, par exemple, la première, d'après 
laquelle toutes les surfaces passant en M doivent toucher un cône (T) ; 
aux surfaces passant en M correspondent des surfaces tangentes à un 
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plan P, et au cône (T) une certaine courbe du plan P. On voit, par 
conséquent, que, si des surfaces satisfont à une même équation aux' 
dérivées partielles du premier ordre, il en sera de même de leurs 
transformées par polaires réciproques, Ceci explique le succès de la 
transformation de Legendre qui consiste à prendre pour nouvelles 
variables 

p, q, u=Y,x + qy — z; 



du ^^ p dx -h q dy -t x dp -h y dq — dz, 

c'est-à-dire 

du ^^ X dp -\- y dq; 

par suite, si on prend p eA q pour variables indépendantes, il vient 

du du 

dp oq 

Les formules de transformation sont, par conséquent, 

du du du du 

dp dq dp dq 

et l'équation du premier ordre 

F(!t, i,,7,îi, 5) = 

se change en une nouvelle équation du premier ordre 

(du du du 



\dp dq (J'p dq 



-II, p, q\ 



On reconnaît immédiatement que p, q, u sont les coordonnées du 
pôle du plan tangent 

Z~z^p{X-x) + q{\'-y) 

par rapport au paralioloïde 

2Z — X' -H Y\ 

de sorie que la transformation précédente revient bien à une fransfor- 
malion par polaires réciproques. 
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Remarque. — Si les courbes (C) sont des droites pour l'équation 
primitive, les cônes (T) seront composés d'un système de droites dans 
l'équation transformée qui, par suite, se décomposera en plusietii's 
équations lindaires. Ainsi, par exemple, considérons une équation de 
la forme 

Les courbes (C) sont données par les relations 



ce sont donc des droites parallèles au plan des xz. La transformation 
de Legendre conduit à l'équation 

que l'on peut traiter comme une équation difTérentielle ordiuaiie. 
De morne, prenons l'équation 

^A {P, 1,' — P'' '- ?!/) + »/, (P, ?, ï — Pa: — 9!/) 

+ fAP, 1, ' ~ P': — l'J) = "■ 
Les équations des courbes (C) sont 

B = aa!+ Pi/ + I, 
s:f, (", P, t) + 'Jf, («, S, ï) + A («, P ï) = Oi 

ce sont donc des droites, La transformation de Legendre nous conduit 
en effet à l'équalion 

~ - "^ ' , q, uj -h f, {p, q, u) = 0, 

qui est l'équation linéaire la plus générale. 

Il est aisé dans bien des cas de se rendre compte de la position 
du cône (T) et de la courbe (C). Ainsi, dans ie cas de l'équation de 
Clairauh généralisée, nous avons vu que l'intégrale complète était 
formée par l'eusemble des plans tangents à une certaine surface non 
développable (2); le cône (T), relatif à un point M, est évidemment 
le cône circonscrit à (S) et ayant le point M pour sommet ; il n'y a pas 
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lien de considérer la courbe (C), sauf dans le cas où le plan donné 
est tangent à (2), et alors elle est indéterminée, Prenons encore 
l'équation du. premier ordre qui admet pour intégrale compléta les 
sphères passant par un point et tangentes à un plan. On voit 
aisément que toutes celles de ces sphères qui passent en un point M 
enveloppent un cône (T) de révolution et que les courbes (C) sont des 
cercles. Pour le voir, il suffit d'effectuer une transformation par 
rayons vecteurs réciproques en prenant le point pour pôle de !a 
transformation. 

73. Soient 

(i) F (x, y, ï, p, q) = 

une équation à trois varialilos et 

(2) V (x, y, z, «, 6) ^ 

une intégrale complète de cette équation. Nous savons que, l'intégrale 
singulière mise à part, toutes les intégrales de l'équation (1) s'obîien- 
dront en posant b =i <^ (a) et en éliminant a entre les deux équations 

ou, en d'autres termes, en associant les courbes du complexe 

« ' = ». S-»S = » 

suivant une loi convenable. 

Sur toute intégrale complète, il y a une infinité de courbes caraclé- 
ristiques (4), correspondant aux différentes valeurs de c. Mais par 
tout point d'une telle surface passe une seule courbe caractéristique, 
comme on le voit immédiatement d'après les équations (4). Soit M 
un point d'une intégrale complète S; la caractéristique C située sur S 
et qui passe au point M n'est autre chose que la limife de l'intersection 
de la surface S avec une intégrale complète S' infinimentvoisine, 
lorsque S' se rapproche de S suivant une loi quelconque, mais de 
telle façon que cette intersection limite passe au point M. En 
particulier, si k surface S' se rapproche de S en passant constamment 
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par le point M, la limite de l'intersection des deux plans tangents 
en M aux surfaces S et S' est évidemment la génératrice de contact 
du plan tangent en M à la surface S avec le eâne (T) correspondant 
au point M. Donc, étant donnée une surface intégraîe quelconque et 
une caractéristique C située sur cette surface, comme il existe toujours 
une intégrale complète tangente à cette surface tout le long de C, on 
peut énoncer !a proposition suivante : Les courbes caractm-istiques 
sont des courbes tracées sur une surface intégrale et tange^ites 
en chacun de leurs points à la génératrice G de contact du 
cône (T) coiTespondant avec le plan tangent à la surface en ce 
poini. D'ailleurs, comme en chaque point d'une surface intégrale 
il passe une seule courbe possédant la propriété précédente, on 
en conclut que les courbes caractéristiques sont les seules courbes 
jouissant de cette propriété. La définition précédente des caracté- 
ristiques a l'avantage d'être indépendante de toute intégrale complète. 

Le lieu des caractéristiques passant en un point M peut être 
considéré comme l'enveloppe des intégrales complètes qui passent en 
ce point; ce lieu est donc une surface intégrale (§ 49). 

Soient M un point, P un plan passant en M et tangent au cône (T) 
correspondant, S l'intégrale complète tangente au plan P au point M; 
toute surface intégrale tangente en M au plan P pourra être consi- 
dérée comme l'enveloppe d'une suite simplement infinie d'intégrales 
complètes parmi lesquelles se trouvera la surface S. La surface 
intégrale sera donc tangente à S tout le long de la caractéristique 
issue de M. On en conclut que si deux surfaces intégrales sont 
tangentes à un même plan en un même point M, elles sont 
tangentes tout le long de la caractéristique issue du point M, et 
tangente au plan tangent commun à ces deux surfaces. 

Ceci nous conduit à associer aux courbes caractéristiques les déve- 
loppables caractéristiques, c'est-à-dire les développables circonscrites 
aux surfaces intégrales le long d'une caractéristique. La caractéristique 
étant représentée par les équations 



d\ 



les valeurs de p et de g relatives au plan tangent à la développable 
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caradéristique seront fournies par les relalîons 



dx ^ dz ' dy ^ àz 

qui ne dépendent que de a et de b. De même qu'une courbe caracté- 
ristique peut èire considérée comme la limite de l'intersection de 
deux intégrales complètes infiniment voisines, une déveioppable 
caractéristique peut être coîisidérée comme la limite de ia déve- 
loppable circonscrite à deux intégrales complètes infiniment voi- 

Prenons, par exemple, deux intégrales voisines S, S' tangentes à 
un plan P en deux points m, m' de la courbe (G); la droite mm' 
est une génératrice de la surface développable circonscrite à S et S' . 
Si m' se rapproche indéfiniment du point m, la droite mm' a pour 
limite la tangente mt à la courbe (C) en m et la surface développable 
circonscrite à S et S' a pour limite la développable caractéristique 
passant par la caractéristique issue de m et tangente au plan P. On 
en conclut que les génératrices de contact des développables caracté- 
ristiques, tangentes à un plan P, avec ce plan, sont les tangentes à 
la courbe (C) relative à ce plan. Ce théorème est précisément la 
proposition corrélative de la proposition établie plus haut, d'après 
laquelle les' tangentes aux courbes caractéristiques issues d'un point 
engendrent le cane (T) relatif à ce point. A toute propriété des courbes 
caractéristiques correspond, par la méthode des polaires réciproques, 
une propriété des développables caractéristiques. Ainsi, les courbes 
caractéristiques qui passent en un point engendrent une surface 
intégrale; on en conclut que les développables caractéristiques 
tangentes à un plan enveloppent une surface intégrale. Cette surface 
n'est autre chose que l'enveloppe des intégrales complètes tangentes 
au plan P, ou le lieu des caractéristiques tangentes à ce plan en tous 
les points de la courbe (C). 

Le théorème établi plus haut peut être généralisé comme il suit : 
Si deux surfaces intégrales ont un coiitact <Fordre m en un point, 
elles ont un contact du même ordre tout le long de Iti courbe 
caractéi'istigue issue de ce point et tangente en ce point au plan 
tangent commun à ces deux surfaces. En effet, soit S une surface 
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inlé^ralû obtenue en élirainaiiL a entre les deux équations 

où 

!> = /•(»). 
Considérons la caractéristique correspondant à la valeur a„ da para- 
mètre «, les valeurs de p et ^ en un point ce, y, z de celte caractéris- 
tique seront données ^ar les formules 

dx '■ dz dy ' dz 

et, par suite, ne dépendent que de a et /"(a); en différentiant ces 
équations, on verra que les valeurs des dérivées secondes r, s, t ne 
dépendent que de a, f{a}, f {a), f (a); d'une manière générale, 
les dérivées jusqu'à l'ordre m de z par rapport à x et à y ne dépen- 
dent que des m premières dérivées de f (et). 

Soit alors S' la surface intégrale obtenue en prenant b^/f (a); 
pour que les deux surfaces aient un contact d'ordre m en un point de 
la caractéristique, il faudra avoir 

?(•.) = /- w, 

,' («.) = r («.)■ 

f(«,) = f (0.1 

et J11 suitL, SI les (.ondilions tcnt vej I ee^ en un point de la 
caractéristique elles seiont veiifiees te it le lon^ le la caractéristique; 
d ou résulte la proposition énoncée 

74 Pour teiniiiiei ces considéi ations sui les caractéristiques, 
nous allons montier comment on peut reliom<T leurs équations 
difftienfielle* en exptiraant que ce 'îont de" couibes situées sur une 
lurficp intégrale et tangentes en chacun de leurs points à la géné- 
ritiioe de contact du plan tangent en ce point ivec le cône (T) 
cori espondint L équation du phu tm^cnf au < ne (T) relatif à un 
poiiit a;, y, c e t 

z - z = p (X - X) + , (ï - s), 
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OÙ p ut q sont liés par la relation 

r (I, y, ', p, <ù = 0- 

La génératrice de contact de ce plan avec le cône (T) a donc pour 
équations 

-p Q Pp H- Qg 

Pour que la caractéristique soit tangente à cette droile, il faudra 
d'ubord que l'on ait 

('> t = ix = ï>tq-<, = '"> 

en désignant par àt la valeur commune des rapports. Pour avoir dp 
et dq, rappelons- nous que la courbe est située sur une surface inté- 
grale. De l'équation 

on déduit 

X + Zp + Pr + Qs = 0, 

Y + Zg -t-Ps + Qt =0, 
en posant 

. — ^1± — _^ 

Piemplaçons dans ces espressions P et Q par leurs valeurs tirées 
de (5) : il vient 

{X 4- 'L-p) dt + rdx + sdy — 0, 
(Y + Zc;) dt 4- &àx -v tdy = 0, 
ce qui s'écrit 

(X 4- Zp)dt -h dp^O, 
(Y + Zg) dt + dq = i), 

relations qui donnent dp et dq. 

75. Appliquons les considérations précédentes à la recherche des 
surfaces intégrales satisfaisant à des conditions géométriques déter- 
minées. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver une intégrale passant 
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par une courba C donnée, non située sur l'intégrale singulière et 
n'étant pas une courhe caractéristique. Soit S l'intégrale cherchée 
et m un point de la courbe C; en m il passe une intégrale complète 
tangente à S; d'ailleurs, le plan tangent en m passe par la tangente m t 
à la courbe C en m et est tangeat au cône (T) correspondant au 
point m. Donc, voici comment on obtiendra l'intégrale S : par mt on 
mène un plan tangent au uone (T) lelitif au point m on fait aitiii 
correspondre à chaque point m un phn P puis on clierdie I integnle 
complète passant en m et tangente au plan P lititégiale & seia 
l'enveloppe de toutes ces mte^iiles complètes lorsque le point m 
décrit la courbe G Si on peut menei plusieurs plans tangents au 
cône (T) par mt on mu plusieuis nippes de burfaLes mlcgnle 
passant par (C) Soit G la „enératiice de contact du plan P wei. le 
cône (T), la surftce S est au^si le lieu de la caractéusli jue i le 
de m et tangente à G quand m décrit la courbe G- 

Traduisons analytiquement cette construction. Soient x^,, j/n, s^ les 
coordonnées de m, p,, q^ les coefficients angulaires du plan P. On 
devra avoir d'abord 

. F(a:„, y„, s„, p„, çf„) — 0, 
puisque le plan P est tangent au cône (T) de sommet x„, y^, z^- Soit 
u le paramètre variable dont dépendent les coordonnées d'un point 
de la courbe G; pour que le plan P passe par la tangente mt, i! 
faudra que l'on ait aussi 



De soiic que la construction géométrique indiquée plus haut revient 
à prendre le lieu des caractéristiques issues des éléments {x„, y„, z^,, 
p„, g„) qui vérifient les relations précédentes. On retrouve précisément 
la méthode de Cauchy (§ 48), Nous avons vu que la valeur de z était 
dôveloppable pourvu que la quantité 

au du 

ne soit pas nulle. Mais le raisonnement ne s'applique plus si cette 
expression est nulle pour un point de la courbe G; il est aisé de s'en 
rendre compte. Les cosinus direcLeurs de.mf sont proportionnels 
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à -r-^' -^' -T-^i ceux de la mnérairice G- à P„, Q„, P„»„ -H Q„q,,; 
du du du 

si donc l'expression précédente était nulle, mt coïnciderait avec G. 

Supposons (fil en un point particuliei m de la combe C, mt soit une 

^cnei itrice du cône (T), en un point infiniment voism m pus sui G, 

on peut mener jjar la tangente m t deu>. plan-ï tangents a (T) 

inlmiment \oisms, qui coïncident quand m vifnt en m A chacun 

dp ce? plans tangents cone^pond une nappe de suifice integnie 

pissant pir G, et ces deu\ nappes viennent se laLCOidei an point m 

qui doit être, par conséquent, un point singulier de h suifacp 

integiale 

Un cas particulier intéressant est celui où la courbe G est tangente 
en chacun de ses points au cône (T) correspondant; on obtiendra 
une intégrale passant par cette courbe en prenant le lieu des 
caractéristiques tangentes à C. 

Si la courbe G était située sur l'intégrale singulière, il y aurait deux 
intégrales répondant à la question, tangentes l'une à l'autre; d'abord 
l'intégrale singulière, et ensuite l'enveloppe des intégrales complètes 
tangentes à l'intégrale singulière tout le long de la courbe C. Enfin, 
si la courbe G est une courbe caractéristique, il y aura, nous l'avons 
vu, une infinité d'intégrales répondant à la question. 

Proposons-nous, de même, de trouver une intégrale tangente à une 
surface donnée (S) qui n'est pas elle-même une surface intégrale. On 
cherchera pour cela une courbe C située sur la surface donnée et 
telle que (S) soit tangente en chacun de ses points au cône (T) corres- 
pondant. L'intégrale demandée sera l'enveloppe des intégrales com- 
plètes tangentes à la surface S le long de la courbe C. Si la surface (2) 
était elle-même une surface intégrale, il y aurait évidemment une 
infinité de solutions. 

76. Courbes intégrales. — - Les courbes caractéristiques d'une 
équation du premier ordre sont tangentes en chacun de leurs points 
à une génératrice du cône (T) relatif à ce point. Mais ce. ne sont pas 
les courbes les plus générales jouissant de cette propriété ; en effet, si 

eit réfjuation du cône (T) de sommet (x, y, z), pour qu'une courbe 
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possède la propriété précàdente, il faut et ii suffit que les cûordoiinées 
ce, y, z ■vérifient l'équation unique 

La solution générale de cette équation comporte une fonction arbi- 
traire, car si on posû 

i (a:) étant une fonction arliîtraire de a;, on a pour dôtorminor y une 
équation différentielle du premier ordre 



? (x, y, ^ (x), -!/ (ic), g) = 0. 



Nous appellerons courbes intégrales les cjurbes satisfaisant à. cette 
condition. 

Moûge (') a montré que, si on sait intégrer une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre, on a immédiatement les courbes 
intégrales. Considérons, en effet, les courbes dont les équations sont 



où on a posé b = o{à); ces courbes ont ime enveloppe que i'oi 
obtient en éliminant le paramètre a entre les trois équations 



(8) 



S-£l.''(«)*^t''(«)i-^^»=». 



et cette enveloppe est évidemment une courbe intégrale. D'un autre 
cotéj on a vu au paragraphe précédent que les caractéristiques 
tangentes à une courbe intégrale engendrent une surface intégrale. 
Les formules (6) représentent donc toutes les courbes intégrales. Ces 
formules dépendent bien d'une fonction arbitraire ç; mais il est à 
remarquer qu'eu général, quelle que soit la fonction ^, elles ne 

Cl Hémains de l'Acaildiiiie des Scieiwn, 1784. 
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donneront jamais les caractéristiques. La courbe intégrale (6) n'est 
autre chose que l'enveloppe des courbes caractéristiques situées sur 
la surface intégrale définie pur les deux équations 

par analogie avec le cas des surfaces développables, on l'appelle 
encore Varëte de rebroussement de la surface. M. Darboux a d'ailleurs 
montré que c'est bien effectivement une arèle de rebroiissement de la 
surface, c'est-à-dire une ligne suivant laquelle deux nappes de la 
surface se raccordent. Ce qui précède nous montre, en outre, que 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une inûnifé simple de 
caractéristiques engendre une surface intégrale est que ces caracté- 
ristiques aient une enveloppe. 

Exemple. — Considérons l'équation du premier ordre qui admet 
pour intégrale complète les plans 

(i — a'') X + k {i -i- a^) z + '2au + h— 0, 

qui sont les plans parallèles aux plans tangents du cône 

x^ -hy- :r= fe's'; 

les caractéristiques sont les parallèles aux génératrices de ce cône 
et les courbes intégrales vérifient l'équation 

dx- + dj/' ^^ k^ (!:'. 

Pour avoir ces courbes, je pose b ■=: i f{a), et les foniiLde.s (G) 
deviennent 

,• (1 -a'}x + k (1 + «■)£ + 2oi/ + if (a) = 0, 

- oi + l«z + 1, + 2/' (o) = 0, 
1 -x + h-, -h If {a) = 0. 



( x = (l~-o")r(«) + !!»f (a)-2f(.), 
!/ = 2af (o)~2r(»), 

G. tf|DH.V. i 
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Ces équations, comme it est aisé de s'en rendre compte, ne peuvent 
pas représenter les parallèles aux génératrices du cône. Si on prend 
fc ::= 1, ces formules donnent les coordonnées d'un point d'une 
courbe plane et l'arc de cette courbe exprimés au moyen d'un 
paramètre sans aucune quadraUu'e. Si on prend fe^ = — d , on a les 
courbes dites courJjes mitiima qui satififont à la relation 

dx^ + dy^ -h dz^ = 0, 

et qui jouent un rôle si important dans la tliéoi'ie des surfaces 

77. Dans le tome V des Mathematische Annalen, M. Sophus 
Lie a signalé un certain nombre de propriétés des courbes intéê;i'ale9. 
Une des plus curieuses est la suivante : Toute courbe intégrale a 
un contact du second ordre avec les suffaccs intégrales qui hii 
sont tangentes {*). 

Soient, en effet, 

(7) f {X, ,j, z, V, q) = 
une ûqualion du premier ordre et 

^ = = (*,!/) 
une surface intégrale S de cette équation. Soit M un point de cette 
surface, P le plan tang'ent en M, G la génératrice de contact du 
plan P avec le cône (T) relatif au point M, et I une courbe intégrale 
passant en M et tangente à la droite G, La courbe 1 satisfait au 
système d'équations différentielles 

/o^ dx _d>j _ dz _ 

(8) l^-'Q -Pp + Qï"'''' 

oii p et g désignent des fonctions de x et y définies par la rela- 



[1) D'imo iiinniÈre gÉnéralo, si uno courbe iiiliïgmlo a un contact d'ovdivî m avec une 
cavaclÉristique, flllea un coulant d'OPiire l» + l) avec toute, surface intégrale passant pac 
celle caracteristiiiuD. Ëiant donnée une équation quelconque du promler m'dre, il y aura, 
d'une manière normale, dos courbes intégrales ayant en chacun de leurs painls un contact 
du second ordre avec la caractéristique langeule et par suite un conlacl du troislftmo entre 
avec les surtiioeslnti^sralcs qui leur sont tangentes. (Diirboux, loc.dl., p, i7,) 
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tion (7) jointe à une autre relation de forme arbitraire 

(0) «•(=!,!/,=.!', 5) = 0, 

qui dépend de la courbe intégrale considérée. Soient d^x, d^y, â}z 

les dififérentielles secondes de x, y, z relatives à un déplacement sur 

la courbe 1, on aura 

dz ■■^= p dx + q dy, 
d-z — /) d-x — q d^ij ^ dp dx -H dq dy, 
et pui' suite, 

d'z — p di'x — q d-fj =: | P dp -[- Qdq j dt. 
Puisque p, q salirifont â la relation (7), on a 

X dx +- Y rfy + Z (i; + P c!p + Q dq --= 0, 
d'où 

d^z — p d^x — q d^ij = — \Xâx + Ydy + 7.dz\^dt. 

Soient, d'auti'e part, i-, s, t les dérivées secondes de ; pour un point 
de la surface S; on aura 

^ X -HpZ 4- Pî- + Qs~0, 

( Y H-gZ +Ps + Qtzz^O, 
ou 

{X + pZ) dt -i- r dx + s dij = 0, 
(Y -i- qZ) dt ■¥ s dx + t dy = 0, 

en remplaçant P, Q par leurs valeuis tirées des équations (8), On en 
conclut, en multipliant les deux relations par dx et dy respective- 
ment et en les ajoutant, 

dt } X da; 4- Y dt/ + Z ds j -1- J- dx'' H- 2s dx dy -{- t dy^ = 0. 

On a donc les deux relations suivantes : 

1 dz — p dx — qdy^^O, 

{ d^z ~- p d-x — q d'y — j- dx^ — 2s da;dy — t dy^ =^ û, 

Ces deux équations expriment qu'il y a un cpntact du second ordre 
ent-re la courbe I et la surface S au point M; car, ai on pose 
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z, œ, y étant supposées remplacées par les coordonnées d'un point 
de la courhe I, ces deux relations expriment que l'on a, pour le 
2)oint M, 

à~} =: 0, (i\<j; = 0. 

On tire do celte proposition des conséquences intéressantes. Consi- 
dérons un complexe de courbes 

( t C», '1, -, «, t. o) = 0, 
( /■.(», », =, «■ \ ») = 0. 

Pai (,ha[ue point de 1 espace il pa'^'-e une mfin t de coiibe'- de ip 
complexe dont le^ tangentes ferment un cône (T) ajint le sommet 
en œ point Les suifaces l'ingente'* en chacun de leurs peints au 
cdne (^T) coi respondant vendent une equafion aux dernpes parbelles 
du piemier ordre, dont îeo courbes du complexe «ont des combes 
intégrales, d ailleurs il est évident q« il existe nne infinité de com 
ple\es Londuibant a la même équation aux dtruees paitielles Pie 
nons, en paiticulier, un complexe de droites, le coup (T) sera dans 
ce (,as le cône foime pii 1 ensemble des droites qui pa'iseï t en un 
point. Soient S une surface intégrale, M un point de cette surface et 
MT la tangente en ce point à la courbe caractéristique située sur la 
surface qui passe en M; MT, étant une courbe intégrale, d'après ce 
que nous venons de dire, aura un contact du second ordre avec la 
surface S. Les caractéristiques sont donc des courbes telles qu'eu 
chacun de leurs points la tangente a un contact du second ordre 
avec la surface S : ce sont pai' conséquent des lignes asymptotiques 
de la surface. Il y a un autre cas où les caractéristiques sont des 
lignes asymptotiques des surfaces intégrales ; c'est celui des équations 
linéaires dont les caractéristiques forment une cougruence de droites. 
M. Lie a d'ailleurs montré que les deux cas que nous venons de citer 
sont les seuls où cette circonstance se présente. 

Revenons au cas précédent; les différentielles dx, dy, dz sont les 
mêmes pour la courbe intégrale I tangente en M à la caractéristique C 
et pour la courhe C elle-même. Puisque la caractéristique est une 
ligne asyraptotique de la surface S, on a 

r dx^ + 2s dx dij 4- i dy^ = 0; 
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par suite, on a pour la courba I 

d-z — p cl^x — q d-'ij ^=0, 
relation qui exprime que le plan Langent au cône (T) 

est le plan osculateur à la courbe I au point M, On peut donc énoncer 
la proposition suivante : Lorsque les tangentes d'une courbe appar- 
tiennent à un complexe de droites, le plan osculateur en un point 
de cette courbe est le pla^t tangent au cône du complexe suivant 
la tangente à la courbe en ce point. 

78. Étant donné un complexe quelconque de courbes dans l'espace, 
il est évident, d'après ce qui précède, qu'il n'existe pas, en général, 
d'équation aux dérivées partielles du premier ordre dont ces courbes 
soient les caractéristiques. En effet, à ce complexe de courbes corres- 
pond un système de cônes (T) et par suite une équation aux dérivées 
partielles bien déterminée 

(10) F{x,v>z,p,q)^0, 

dont les courbes proposées seront simplement, en général, des courbes 
intégrales. 

Mais ou peut donner des courbes caractéristiques une propriété 
géomiStrique, indépendante de toute surface intégrale, qui les distingue 
des autres courbes intégrales. A tout complexe de courbes correspond 
un système de cônes (T) et, par suite, un système de coui'bes 
planes (C). En chaque point M d'une des courbes du complexe précé- 
dent menons le plan tangent P au cône (T) suivant la tangente à 
cette courbe. Quand on se déplace sur cette courbe, ce plan P enve- 
loppe une surface développable; pour que la courbe considérée soit 
une caractéristique, il faut et il suffit que la génératrice de celte 
surface développable qui passe en M soit précisément la tangente 
en M à la courbe (C) du plan P. D'après ce qu'on a vu plus haut 
sur les développables caractéristiques, cette propriélé appartient bien 
aux courbes caractéristiques. Elle n'appartient pas à d'autres courbes 
intégrales, car, si on l'exprime analytiquement, on est conduit préci- 
sément aux équations difTérentielles des caractéristiques. 
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Pour toute coitrije intégrale on a d'abord 
dx dy dz 

àp àq ûp àq 

Le plan tangent au cône (T) suivant la tangento à celte courbe a pour 
équation 

Z-ï = p(X-i) + î(ï--ï), 

et la génératrice de contact de ce plan avec son enveloppe s'obtiendra 
en joignant à l'équation précédente la relation 

~ dz = dp (X. — x) -\- dq (Y — y) —p dx — q dy, 

c'est-à-dire 

dp{X^x)-h dq{Y~y) = Q. 

Cherchons de même la îangente à la courhe (C) do plan P, repré- 
sentée par les équations 

F(X, Y, Z, p, g)~0, 
'l-z=p{X~x) + q{Y-y), 

X, Y, Z désignant les coordonnées courantes. La tangente à cette 
courbe au point (x, y, z) sera définie par les deux relations 

dcc dy dz 

d'A — ji rfX + q dY, 



Pour que celle tangente coïncide avec la génératrice précédente, il 
faudra que l'on ait 

dp dq 

(TF JF "~ ÛV àF' 

rx-^pj^ dTj-^'^d-z 

ces relations, jointes aux formules (il) et à l'équation dV = 0, con- 
duisent précisément aux équations différentielles des caracléristiques. 
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79. Solutions singulières. — Soit 
(12) Y (i, „, ^, «,!.) = 

une intégrale complète d'une équation du premier ordre; supposons 
que ces surfaces admettent une enveloppe définie par l'équation (12) 
jointe aux équations 

(,13) " = 0, ^ = 0, 

' àa dh 

et qu'elles touchent cette enveloppe en un point ou en un nombre fini 
de points. A. tout système de valeurs des paramètres « et 6 correspond 
un point M de cette enveloppe 2 où cette enveloppe est touchée par 
la surface V correspondante. En tout point M (n,, bj) de 2 passe 
une infinité de caractéristiques tangentes à 2, car si on considère la 
caractéristique définie par. les équations 

V (x, y, z, a„ l„) = 0, 1— +c~r=:0, 

cette caractéristique passe au point M, quel que soit c, et est évidem- 
ment tangente en ce point à 2. A toute direction de tangente à la 
surface 2 au point M correspond un système de valeurs des différen- 
tielles da et dh qui définissent cette direction. Soient C et C deux 
courhes tracées sur la surface 2 et passant au point M, da, db; ha, 
cb les différentielles correspondant i-espectivement aux tangentes 
en M à C et C. L'intégrale complète tangente à S en un point M', 
infiniment voisin de M, situé sur C, coupe l'intégrale complète, 
tangente à S en M, suivant la caractéristique que l'on obtient en 

Sb 
prenant pour la constante c la valeur c = — ■ Cherchons la relation 

qui doit exister entre les différentielles db, da, Sb, da pour que 
cette caractéristique soit tangente à la courhe C au point M, Les 
différentielles dx, dy, dz relatives à un déplacement le long de C 
sont données par les relations 



(14) ( 





()Y , <)Y ^ 


-^S- = 


= 0, 


<9>V , ()'V , 
-7 — T-àx-\-- — r-at/ + 
àadx àady 


àadz 


-S"- 


<)'Y 
daâb' 




d'Y 
dbj/- 


<)'Y . 


d'Y 
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c im déplacement le long de la caractéristique an a 

--— dx + -T— ail + — — dz :^ 0, 
\ ax oy dz 

d'-\ , d'Y ^ à'V ^ 

{ - — — dx + -T — r- dy + ^— x" dz 
J àa àx âa dy oa dz 

d'Y _, d'-\' 

^""-^Wd^j^y^dhàz 






Les valeurs àa dx, dy, dz tirées des formules (14) et (15) devront 
être les mêmes, ce qui donne la relation 

Ç^ da ba + -j^ [da S& + db S«] -h^dbib^Û. 
à a' à a do db' 

Cette relation fait correspondre à toute tangente MiJ. issue du point M 
une autre tangente M;j.' et, comme elle est symétrique par rapport 
aux diflérehtielles d et 5, cette correspondance est réciproque. On 
définit ainsi sur la surface S wn système de lignes analogues aux 
lignes conjuguées sur une surface quelconque. Pour que les deux 
tangentes correspondantes se confondent, il faut avoir 

d'Y , ^ d'Y 

d^'^'' ^' daàh^'""'"^W' 
et on a ainsi deux séries de lignes, tracées sur ia surface 2, analogues 
aux Signes asymptotiques. La théorie qu'on vient d'indiquer se réduit 
d'ailleurs à la théorie ordinaire des lignes conjuguées si l'intégrale 
complète est un plan. 



Remarque. — Dans ce qi 


li precMo, nous avons supposé 


irnplici- 


tenient que la relation 










\dadlij 










n'était pas satisfaite, car, si 


elle avait lieu, le ; 


rapport 


db' 


qui est 


donné par Ja formule 


d'V S 6 d-ï 








il 


da dhla àa^ 








da~ 
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M seraient tangentes; ce serait un cas analogue à celui 
des surfaces déveSoppables où la caractéristique du plan tangent est 
toujours la génératrice. Considérons, par exemple, une surface quel- 
conque (S), un des systèmes de lignes de courbure de cette surface, 
et toutes les sphères tangentes à la surface et ayant pour centres les 
centres de courbure principaux correspondant au système de lignes 
de courbure considéré. Imaginons qu'on ait formé l'équation du pre- 
mier ordre qui admet ce système de sphères pour intégrale com- 
plète, (2) sera la solution singulière de cette équation. Soient M un 
point quelconque de la surface (2), C la ligne de courbure du système 
considéré qui passe en M, MT la tangente a rettf ligne de coiirbure, 
le centre de courbure correspondant, "^ la i-pheie de centre tan- 
gente en M à (2), MT' la tangente à la 'jeconde bgne de courbure qui 
passe en >I, Prenons sur (2) un puni M' nifiniment voisin de M; 
soient 0' le centre de courbure principal cortespondant et S' la sphère 
de centre 0' tangente en M' . Les deux sphères S et S' se coupent 
suivant un cercle c dont le plan est perpendiculaire à 00'. A la 
limite, la droite 00' est située dans le plan tangent en à la surface 
lieu des centres de courbure principaux, c'est-à-dire dans le plan MOT' . 
La tangente à la caractéristique est donc la droite MT, de quelque 
façon que le point M' se rapproche indéfiniment du point M. 

80. L'intégrale singulière de Lagrango possède donc les troig 
propriétés suivantes : 1" elle est l'enveloppe de toutes les autres 
intégrales; 2" par chaque point de cette surface, il passe une infinité 
de caractéristiques qui lui sont tangentes; 3" par toute courbe de 
cette surface passent deux intégrales tangentes, cette surface elle- 
même et l'enveloppe de toutes les intégrales complètes qui lui sont 
tangentes le long de cette courbe. 

Ces deux dernières propriétés permettent facilement de déduire la 
solution singulière de l'équation aux dérivées partielles elle-même. 

i" Soit 

F {X, y, z, p>q)=0 

une équation du premier ordre, œ^, y^, c^, /)„, g„ un élément 
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quelconque de l'intégrale singulière (S) de Lagrang-e; il faudra que 
le système d'équations différentielles 



du 


dz 


-dp 

X+pZ 


-â, 


Q 


Vp + Qjl 


S + fjZ 



admette une inflnitij d'intégrales correspondant aux valeurs initiales 

^01 î/oi ^01 Pa' îo- -fl f''"' évidemment pour cela que cet élément 

annule tous les dénominateurs, car ai, par exemple, P^ était différent' 

. r, 4- u <^y ^^ ^P "^1 > .- j 

de 0, on en tirerait poiu' -v- ' -;- ' -r" ' t" "" settt svsteme de 

'^ dx dx dx dx 

valeurs finies et Ijien déterminées dans le voisinage de ces valeurs 

initiales et, par suite, un seul système de valeurs pour y, z, p, q. 

Donc tout élément de (1) doit satisfaire à la fois aux cinq équations 

F^O, P = 0, Q=0, X+j3Z = 0, Y + qZ~0. 

2" Servons-nous de même de la troisième propriété de l'intégrale 
singulière. Soit C la courbe d'intersection de (Z) par un plan parallèle 
au plan des yz, ayant pour équations 

x = x^, j — ç (y). 

Tous les éléments x, y, z, p, q de la surface (Z), le long de la 
courbe G, sont bien déterminés; en particulier, on aura q ^^ <f' (y). 
Si ces éléments n'annulaient pas P, on pourrait résoudre l'équation 
F = par rapport à p et la mettre sous la forme 

p —■!/ (œ, y, z, q), 

1^ (x, y, E, q) étant une fonction développable, et alors, on vertu du 
théorème de Cauchy, il existerait une fonction s, et une seule, qui 
satisferait à cette équation et qui, pour a; ^ a3„, se réduirait à o (y). 
Si donc il passe deux intégrales tangentes l'une à l'autre par la 
courbe C, il faut nécessairement que tous les éléments de (S) annu- 
lent P. On verrait de même, en coupant la surface (2) par un plan 
parallèle au plan des zx, qu'il faut avoir Q ^: 0. L'intégrale (S) doit 
donc satisfaire aux trois équations 

(16) F = 0, P = 0, Q =; 0. 
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On en conclut aisément, comme nous l'avons \u (g 14), qu'elle 
satisfait aussi aux équations 

(17) X-hpZ=zO, Y + qZ^O. 

L'intégrale singulière de Lagrang'e satisfait donc aux équations qui 
ont été prises plus haut pour définition des intégrales singulières. 

81, S'il existe une intégrale singulière 

H (^, y, z) = 0, 

pour tous les points de celte surface les cinq équations 

F = 0, P z= 0, Q ^ 0, X + pZ =^ 0, Y + qZ = Q 

admettrant une solution commune en p et q. Réciproquemen!, s'il 
existe une surface telle que, pour tout point de cette surface, lés cinq 
équations précédentes admettent une solution commune en p et q, 
cette surface est une intégrale singulière. En effet, pour tout déplace- 
ment sur cette surface, on aura 

Xdx-t-Y dy + Zdz-i-i> dp + Qdq=^0, 

on, en tenant compte de ces relations, 

Z {dz ~ p dx — q dy) = 0. 

Si Z n'est pas nul pour ces valeurs de p et q, on en conclut que pelq 
sont les coefficients angulaires du plan taiigen ta la surface considérée, 
qui est, par suite, une intégrale singulière. Mais si Z est nu!, le 
raisonnement ne s'applique plus. - 
Toute intégrale singulière d'une équation aux dérivées partielles 

F {X, y, z, p,q)=^0 

devant vérifier les cinq équations (IG) et (17), il semble, d'après 
cela, qu'une équation F = prise au hasard n'admettra pas d'intégrale 
singulière, puisque cinq équations ne déterminent, en général, qu'un 
nombre fini de systèmes de valeurs pour cinq variables. Cependant, 
comme ces cinq équations ont été obtenues avec les dérivées partielles 
d'une même fonction, ce point pourrait donner lieu à quelque 
incerlitude. 
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On peut rendre le raisonnement plus précis. Si la fonction F n'a 
pas été prise d'une façon particulière, l'élimination de p et de g 
entre les trois équations 

F = 0, P — 0, Q — 

conduira à une certaine relation 11 {x, y, z) =^ qui donnera 
l'intégrale singulière de l'équation F ^^ 0, si elle existe. Prenons 
maintenant l'équation 

F (x, y, z, p -i- a, q -\- b) =0, 

où rt et !j désignent <les fonctions quelconques de x, y, z. L'élimination 
de 25 et de g entre cette équation et les relations 

dY{x,y,z,-p -va,q+ h) _ ()'F(x,y,z,p + «, ? 4- i/) _ 

àp ~~ ' àq 

conduira évidemment au même résultat, 

n (i, !/, î) = 0, 

Il est clair que la surface représentée par cette équation ne peut 
satisfaire à l'équation précédente, quels que soient a et b. On conclut 
de là qu'une équation aux dérivées partielles prise au hasard ou 
formée directement d'une manière quelconque n' admet pas d'une 
façon noj'malo d'intégrale singulière. 

Les conclusions qui précèdent paraissent être en désaccord avec la 
théorie de Lagrange. En effet, il semble, d'après ce que nous avons 
dit, qu'en prenant l'enveloppe d'une" intégrale complète V (x, y, z, 
a, b) ^= 0, on a toujoure une intégrale singulière. Ce désaccord n'est 
qu'apparent, car le raisonnement de Lagrange suppose que l'intégrale 
complète a effectivement une enveloppe ou, en d'autres termes, que 

oa ab 
la théorie des enveloppes, ce qui n'arrivera pas nécessairement. 

I-es théorèmes généraux de Cauchy nous apprennent bien qu'il 
existe une infinité d'intégrales complètes holomorphes dans un 
certain domaine, mais rien ne prouve que ces intégrales complètes 
seront continues dans une étendue suffisante pour iju'on puisse leur 
appliquer la théorie des enveloppes. Nous pouvons même affirmer, 
d'après ce qui précède, qu'il n'en sera pas généralement ainsi. 
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82. Étudions maintenant d'un peu plus près les diverses circons- 
tances où l'équation du premier ordre 

admet une intégrale singulière. Noiis ayons vu dans les paragraphes 
précédents que cette intégrale satisfait aux cinq équations (16) et (17), 
Supposons donc qu'il existe une intégrale singulière (S) et soit M un 
point de cette surlace. Les équations deianornialeMNen M{x, y, s) 
à (S) sont 

X^x __ Y --_?/ _ Z~ z 

P '~ f] "^ — '1 
où p et g satisfont aux équations (i6'] et (17). L' équation du cône des 
normales, relatif au point M, est 



P =: 0, Q c^ 

expriment que la normale â la surface (2) est une génératrice douille 
du cône des normales relatif au point M. Donc, pour qu'une intégrale 
soit shigulière, il faut et U suffit gtte la normale en chaque point 
soit une génératrice double du cône (N) relatif à ce point. 

En général, le cône (N) relatif à un point quelconque de l'espace 
n'admettra pas de génératrice doiible. Pour savoir s'il existe une 
intégrale singidière, on cherchera donc d'abord le lieu des points de 
l'espace pour lesquels le cône des normales correspondant admet une 
droite double. Ce lieu s'obtiendra en éliminant p et q entre les 
équations (■16). Soit R {x, y, z) = le résultat de cette élimination. 
Pour qUe cette surface soit une intéjjrale singulière, il faudra en 
outre que la normale en chaque point soit précisément la droite 
double correspondante, ce qui serait exprimé, il est aisé de le voir, 
par les relations 

X 4-pZ = 0, Y + q'l==:0, 

p, q, — i étant les paramétres directeurs de la droite double. 

Si le cône des normales relatif à un point quelconque de l'espace a 
toujours une génératrice double, les équations (16) ne seront pas 
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distinctes et l'éliraiiiation de p et de «^ entre ces équations conduira 
à une identité. Soient A, B, C les paramètres directeurs de la généra- 
trice double du cône relatif à un point quelconque M, A, B, C aerout 
des fonctions connues de a;, y, e, définies par les équations (16), S'il 
existe une solution singulière, elle devra satisfaire à la relation 

(18) A dx + B di/ + G dî — 0, 

c'est-à-diie que z devra vfinûei' les équations 

àz _ A dz__ B 
~ — — -, ^^ — — -■ 

Eu écrivant que l'on a 

d'-z _ à'z 
Ox d<j~ ô'j dœ 

on est conduit à la relation 



i-'^ 



A\ d I 



Si cette équation n'est pas identiquement vérifiée, elle fournira une 
relation i/ {x, y, z) ^= 0. Si la fonction c définie par cette relation 
satisfait à l'équation aux différentielles totales, elle fournira une inté- 
grale singulière; sinon, i! n'y aura pas d'intégrale singidière. Si la 
condition d'intégrabilité (19) est vérifiée tdentiqîtcmentf l'équation 
aux diÉférenfJelles totales (18) admettra une intégrale 

ç (a; y ï) — (?, 

dépendant d'une constante arbitraire c, et il y aura une infinité 
d'intégrales singulières, 

Pratiqiiement voici la marche à -suivre pour rechercher les inté- 
grales singulières : on éliminera petq entre les trois équations (16). 

1" Si cette élimination conduit à une relation 

qui n'est jjas véi'ifiés identiquemejit, on examinera si la fonction : 
définie par cette relation satisfait aux trois équations 
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S'il en est ainsi, elle donne «ne intégrale singulière; dans le cas 
contraire, il n'en existe pas. 
2" Si l'élimination de p et g entre les trois équations 

F = 0, P — 0, Q = 0, 

conduit à une identité, on cherchera directement, par l'application de 
la méthode générale, s'il existe des intégrales communes à ces trois 
équations. 

ExEMPLi': 1. — Considérons l'équation 



Donc- s ;= est une intégrale singulière. En effet, l'équation du 
côtie des normales est 

(X-x)(Y-.,) _ 

Pour z = 0, ce cûne se décompose en deux plans \ ^ x ^^0, 
Y — y :^ dont l'intersection est perpendiculaire au plan : :^ 0. 
D'ailleurs, nous avons vu (§ 41) que 

, = (x-a)(,j-b) 

est une intégrale complète formée de paraholoïdes liypcrholiques 
tangents au plan des xij. 

Exemple IL — Soit 

F— yî — E + «a: + by — O, ab'^Q; 

P-g, Q^p. 

L'élimination do p et *; entre F^^O, P:=;0, Qzz;0 donne 

z — ax -h- by, 

qui ne satisfait pas à l'équation proposée; il n'y a donc pas d'intégrale 
singulière: 
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Exemple lil. — Soit encore 

Il faut lui adjoindre les deux équations 

ces deux équations se décomposent en deux systèmes : 
1=' p=zO, q = 0, 

qui donne l'intégrale singulière : =^ 0; 

2° z — ^ = O,q — 0. 

Les valeurs de p et g tirées de ce système vérifient l'équation F ^ 0. 
Cherchons si ces deux équations admettent des intégrales communes. 
La seconde équation nous montre que : ne dépend pas de y ; z doit 
alors satisfaire à la relation 

d'où on tire, en intégrant, 

^ (X - ay 

2 

A ce second système correspond une infinilé de solutions singulières, 
Une intégrale complète de l'équation proposée est 

, _ {X - ay (y - bf 
2 3 

En appliquant !e procédé de Lagrange, on trouve, en éliminant a et h 
entre celte équation et les deux équations 

x-~a~0, . y — & = 0, 

l'intégrale singulière 

L'intégrale singulière : ^ — — rentre dans l'intégrale générale 
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de Lagrange. On l'obtient en prenant l'enveloppe des intégrales 
complètes pour lesquelles a est une constante et b seule varie. D'une 
manière g-énérale, chaque fols qu'une équation du premier ordre est 
de la forme 

«FT + bFl -h cFg = 0, 

où in, n, p sont des nombres entiers supiSrieurs à un, on aura des 
intégrales singulières en cherchant les intégrales communes aux 
équations 

F, =0, F3 = 0, Fj = 0. 

83. Étant donnée une équation différentielle ordinaire du premier 
ordre 

F {X, y, y-) ^ 0, 

on sait que l'élimination de y' entre cette équation et la relation 



conduit à une équation 

R (X, y) = 0, 

qui représente, en général, un lieu de points de rehroussement pour 
les courbes intégrales Q-). M. Darboux a démontré un théorème tout 
à fait analogue pour les équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, Si R {x, y, z) = est le résultat de l'élimination de p et q 
entre les trois équations 

F — 0, P^O, Q = 0, 

la surface li (x, y, z) ^^0 est, es général, le lieu des points de 
reh'oussement des courbas caractét ntiques 

Il est évident, d'abord, que cette surface, étant le lieu des sommets 
des cônes (N) qui ont une droite doubie, est indépendante du choix 
des axes. Cela posé, prenons pour origme un pomt de la surface et 
pour axe des z la droite double correspondante On devra avoir 
F = pour 

x = y^z = p = q = 0; 

(l| Diirlious, BiilMia des Stieiifirs tanlIiciniUiiiiics cl ailimomiiiies, l IV, l" sôric, p. IHB. 
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F est donc de la forme 

Y ^ ax -i-by -h ez+p{a' X -i- b'y + c' t) + q (a'x + h'y + c"î) 

+ — + Bpq + -2~ H- ï i^, y, ï, P, q), 

f (se, y, z, p, q) 110 coiitooant que des termes d'un deg^ré au moins 
égal au second, F ne confient pas de termes du premier de^ré en 
p et q, puisque P et Q doivent aussi s'annuler pour x = y^z=:p 
z= g ^= 0. On a alors 

dp 
= b + b'p + Vq + -i. 



Les équations différentiûllea des caractéristiques sont donc 



àp aq 

""^^r. + ^s- 

-i = b + b'p -i- h'q + q(c + c'p + c q) -^ — -i- ij -^ ■ 

Étudions la caractéristique qui correspond aux valeurs initiales 
o:;=:y = a:^p^=5 = 0et supposons, ce qui est permis, que la 
valeur initiale de t soif f — 0. Les quantités X + pZ, Y 4- qï se 
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réduisent respectivement h a ei h pour l'origine. Nous supposerons 
que la normale à l'origine à la surface R (ic, y, e) = n'est pas 
l'axe des z, ce qui est, bien le cas puisque, par hypothèse, cette 
surface n'est pas une intégrale singulière. Alors, une au moins des 
quantités a et & sera différente de zéro. Soit, par exemple, d ^ ; 
les deux dernières équations différentielles donnent, en intégrant, 



on voit par suite que, pour f = 0, x, y, s, —) -jr' tt ' 
nulenf et que -r-j i -r-j se réduisent respectivement à- 



(î)/"fê); "(a 



— {ka + Bb), — (Btt + Cd). 

Les développements de x, y, z suivant les puissances croissantes de t 
commencent donc de la façon suivante : 

I x = -l{Aa-i--Bh)t^ + ..., 

\ 1 

; y = — ^{Jia + Gb)t' -h ..., 

z=~ (Aa= + SBaî. + Ob'-) (' + .... 

On en conclut q\ie, si on prend x comme variable indépendante, les 
développements de y et î suivant les puissances croissantes de x 
commenceront de la façon suivante : 

( y — hx + ... 
( z = h' xl -\- .... 

Ce qui montre bien que !a caractéristique qui est tangente à l'origine 
au plan des xy a, en ce point, un point de rebrousse ment. Par 
chaque point de la surface R {x, y, z)^0 il passe donc une caracté- 
ristique déterminée, ayant un reljroussement en ce point. 
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84. Les piop et de 1 ntegidle sin^ulieie Jl Lagrange ont été 
établies (§ 71) en admettant !e\i=!tPiice dune enveloppe pour les 
intégrales complète? Nous lUonb &unie raiintenant une méthode 
plus rigomeuse en nous servant uniquement de l'équation aux 
dérivées partielles elle même Supposon'i que les tiois équations 

F=:0, P = 0, Q = 

admettent une intégrale commune. Prenons pour origine un point de 
l'intégrale singulière, pour axe des % la normale en ce point et soit 

z = ç (x, y) 

l'équation de la surface. Si on pose 

cette transformation n'altère pas les relations de contact et elle 
cliang'e une intégrale singulière en une intégrale singulière de la 
nouvelle équation. On peut donc supposer que la solution singulière 
est le pian des xy. Nous admettrons en outre que cette solution ne 
satisfait pas à la relation Z = 0, de sorte qu'on puisse mettre 
l'équation proposée sous la forme 

(20) F = s - 13 (o^, y, p, g) = 0, 

^ (*! ï/i Vi 3) étant une fonction holomorphe dans le voisinage des 
valeurs 

X — y = 2J — 5 — 0. 

D'ailleurs, les équations 



devant être satisfaites par les valeurs î ^^ 0, p :^ 0, </ ^: 0, l'équation 
i de la forme 



où tous les termes de i)/ sont, au moins, du second degré en p et q. 
Étudions les courbes caractéristiques tangentes à l'élément 
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Les équations différentielles des caractéristiques sont ici 

dx dy dz _ — dp — dq 

T^~Q~ Pp + Qq ~ X~p ~ Y — q 

où on a posa 

dp dq dx ay 

Pour l'élément initial, tous les dénominateurs sont nuls et, par 

suite, les valeui'S initiales des rapports — — i "-i -;— sont indéter- 

dx dx 

minées. Pour lever celtf indeteimination, introduisons une variable 
auxiliaire u en représentant la \aleur commune de tons ces rapports 
par — et faisons le changement de variables suivant : 

p—p'ii, q~q'u. 
En remarquant que u^ sera en facteur dans ts (x, y,p, q), on peut 





TS{ 


'-e, y, p, 


q) = U'^ (X 


,!/.?' 


,■/'). 




da' 
~d^.~ 


-\\ 




= ■*■', 


da' 
dp'- 


= P', 


du;' 
dq' 


= Q'- 


1 aura 




X ^ 


w'X', 


¥ = 


«■Y', 








P. 


= »'P' 


01/ 
dv 


wP', 


Q = 


uQ'. 




'S équations 


différeniielles des « 


iractéristiquGS deviennent Ltic 


\ du, 


= P' 


' du 


= Q', 


d2 

du~ 


-.u\p 


'P' + 


5'Q'i, 






d_£^ 


-- — X', 


d£ 


— -~ 


Y'. 





el, pour l'élément initial, les second-i membres ne sont \ \s toii^i 
mils. Nous pouvons choisir aThitratt ement les laleur^ inilnle'- de 
p' et q' , car, quelles que soient ces \aleurs, on aura toujours ^ ^= II, 
g ^ pour M = 0. Soient a et p ces ïaleui? initiale'^, on a 

P' — Ap' -H Bq' H- ..., 

Q'^iEp' + Cq' + ..., 
et, par suite, les valeurs initiales de P' et Q' sont Aa + Bg et 
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Bï + Cp. On en conclut que les développements de a; et y ordonnés 
suivant les puissances croissantes de u commencent de la façon 
suivante : 

^(Aa + Bg)u + ..., 

-{Ba +C^)m+ ,.., 
, z = ku^ -+- .... 
Ceci nous montre qu'il existe non seulement une caractéristique 
tangente en chaque point à !a solution singulière, mais bien une 
infinité. Toutes ces caractéristiques paraissent dépendre de deux : 
paramètres arbitraires, mais en réalité elles ne dépendent que du 
rapport -> car les équations différentielles ne changent pas si on 
remplace u par hu, h étant une constante quelconque. Le coefficient 
angulaire de la tangente à la caractéristique à l'origine dans le plan 
des a:: y est 

Bg + C^ 
Aa + Bp' 
Si donc B' — AC n'est pas nul, cette tangente peut prendre toutes 
les positions possibles dans le plan des xy autour de l'origine et il 
existe une caractéristique tangente à toute droite passant par l'ori- 
gine dans le plan des xy. 
Soient 

les équations d'une courbe quelconque située sur ia surface singulière 
î := 0. Par tout point de cette courbe passent une induite de caracté- 
ristiques tangentes au plan des xy. Comment fnut-il associer ces 
caractéristiques pour qu'elles forment une surface intégrale? Soit 



y--=f/ 



].^1{.. 
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l'intégrale générale des équations différentielles des caractéristiques - 
Nous savons que ces fonctions vérifient l'équation 









i(x,y,p,q) - 


1 = 0. 








)e plus, 


n a 




dz dx 

ru=''ru^ 


'^■ 








'oui- que 


l'on 


ait une intégrale, il suffira que l'on 


ait 












dz dx 


^U- 








Posons 






dz d-ji 










au ~ 




Iv' 




'y àp 

viv du 


dx 
ôv 


dq 

'du 


dv 


)'ailleurs, 


puisque 












â 
du 


Tv 


-P 


d-x à'y 
dudv ^àuâv 


dpdx 
- âvda 


-£ 


ày 
du 





dU dp dx dq dy dp ôx àq d\j 

du dv au dv du du âv dudv 

dx dy dp dq ,. ^ 

Reniulacouâ dans cette expression --— ' rr-) ^--' — par F, Q, 

^ ^ '^ du du du du ' 

— (X — p), — (ï — g) et il vient 

d'où, en tenant compte de la relation rs {x, y, p, q) =z z, 



(21) 



dit it 



u = u 



y Google 



216 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉKS PARTIELLES. 

Gomme U^ est toujours nul pour les valeurs iuiiiales z''=:0, p" =0, 
q' = 0, il semblerait d'après cela qu'en associant les caractéristiques 
tangentes au plan des xy suivant une loi arbitraire, on obtient 
toujours une intégrale. Mais nous sommes ici dans un cas où l'objec- 

tion de M. Bertrand s'applique, car le facteur e est infini. Donc 

pour que U soit mil, il ne suffît pas que U„ le soit. En intégrant 
l'équation (21), il vient 

U^Cw. 

Pour que U soit nul, il faut donc avoir G :^ 0. Or, 



-(^); 



ou encore 



~ \âu/„ dv \âv)^ àv 

Les développements de p et de 5 commencent par des termes de la 
forme 

p = xu + ..., g= Pm H- .... 

La condilion C =: prend donc la forme 

Cette condition détermine la valeur du rappoi 

courbe donnée. Il existe donc une intégrale différente de s = et 
lantfente a l'intégrale singulière le long d'une courbe quelconque 
tracée sur cette surface. 

La condition précédente est vérifiée, en particulier, si on prend 
a;„ = G*^, y^ = G*', On en conclut que toutes les caractéristiques 
qui passent par un point de la surfaœ singulière engendrent une 
surface intégrale, tangente en ce point à la surface singulière. Cette 
int^ale joue le même rôle que l'intégrale complète dans la théorie 
de Lagrange, Nous retrouvons ainsi, par une voie plus rigourense, 
les propriétés fondamentales que nous avions reconnues plus haut à 
l'intégrale singulière. 
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Remarque. — 8i (kns l'équalioii 

z:=T3{x, y, p, q) 
111 fiiit la siibstiliition 



z'^ se met en facteur et la nouvelle équation n'admet plus la solution 
z' = 0, qui se trouve ainsi éliminée de l'équation. 

Nous n'avons examiné, dans ce qui précède, que les hypothèses les 
plus générales où Z et B' — AC ne sont pas nuls. Pour une étude 
plus complète, nous renverrons au Mémoire de M. Darboux. 

85. Nous terminerons ces considérations sur les intégrales singu- 
lières en les appliquant aux équations qui se décomposent en plusieurs 
éqnations linéaires. Soit 



(22) 



F(x, y, z,p, q) = 



une équation du premier ordre où F désigne une fonction déeompo- 
sahle en n facteurs linéaires en p, q 

F ^ (u,p -h v,q — IV,) (WjP + v^q — ui,) ... {u„p + v^q — u\). 

Le cône (T) relatif à un point quelconque M de l'espace se compose 
des n droites D,, D5, ,.., D„ qui passent en ce point et ont pour 
paramètres directeurs tt,, v^, te,; u,, ii,, w),; ...; u„, u,, mi,,. Car 
l'équation (22) exprime que le plan tangent à une surface intégrale 
qui passe en M contient une de ces n droites. Les courbes caracté- 
ristique-, forment, dans ce cas, non plus un complexe, mais seule- 
ment une eongi uence, car par tout point de l'espace il en passe n 
seulement Cen semble en contradiction avec les résultats généraux 
que nous avons trouvés plus haut. Mais il est aisé de se rendre 
compte que ''i, au lieu de considérer lés courbes caractéristiques 
seules, on considère 1 ensemble formé par une courbe et une déve- 
loppable caractén '-tique, cet ensemble dépend de ti'ois paramètres 
iihiti me'- En effet, foient 



■, y, ^) - 



F (a:, y, z) = h 



\ih équations de 
tiqu's P ui av 1 



.tn^ruence formée par les courbes caractéris- 
oe surface intégrale, on établit entre les deux 
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paramètres une relation a=:U (b) et l'équation 

donne une surface intégrale. L'équation du plan tangent à cette 
surface au point a;, y, z est 



(X-x)^ + (Y 



ày 



(Z- 



= «|P-^)'|- 



<>/• 



+ (Z-.)- 



Celte équation peut s'écrire 



(23) 



- -F (Y - y) 



(Z-.)- 



^ âx 



On voit que le plan tangent ne dépend que du paramètre c. La 
forme même de l'équation ('23) nous montre que si on considère un 
point M d'une courbe caractéristique G, par laquelle passent quatre 
surfaces intégrales S,, S,, Sj, S^ le rapport anharmonique des quatre 
pians tangents à ces quatre surfaces au point M est égal au rapport 
anharmonique des quatre valeurs correspondantes de c. Tout le long 
d'une courbe caractéristique c gardant la même valeur, on en conclut 
que le rapport anharmonique des quatre plans tangents est indépen- 
dant de la position du point M sur la courbe C. Si donc on se donne 
trois surfaces intégrales S,, S,, Sj, passant par la caractéristique C et 
le plan tangent en un point de C à la quatrième surface S„ le plan 
tangent à S^ en tous lus autres points de C sera déterminé. Donc à 
chaque valeur de c correspond une développable caractéristique pas- 
sant par la courbe G. A toute caractéristique on peut associer une 
infinité de développables caractéristiques dépendant d'un paramètre c. 
Cherchons les solutions singulières de l'équation (22). Le cène des 
normales se compose dans ce cas du système des plans P,, P^, ..., P„ 
perpendiculaires aux droites D,,Dj, ...,D„. Si les droites D| , Bj, --.iDn 
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sont distinctes, les seules droites doubles du cône des normales sont 
les intersections des plans P,,?,,...,?»! pris deux à deux. Pour qu'une 
intégrale soit singulière, il faut que le plan tangent en chaque point 
soit perpendiculaire à l'une de ces droites d'intersection, c'est-à-dire 
contienne deux des droites D,, D^, ..., D„. Ce plan tangent sera par 
exemple le plan MD,Dj: il sera donc parfaitement déterminé. En 
général, il n'y aura pas d'intégrale singulière de cette nature, car les 
plans MDjDj sont parfaitement déterminés quand on se donne le 
paint M, et il n'y aura pas en général, comme nous l'avous vu, de 
surface tangente en chacun de ces points au plan MD,Dj correspon- 
dant; une telle intégrale rentre d'ailleurs dans l'intégrale générale; 
elle s'en dislingue seulement en ce qu'elle admet un double mode 
de génération par les courbes de la congruenco. 

Si deux des droites D,, D,, ..., I)„ sont confondues, par e.Kemple 
D, et Dj, toute droite siluêe dans le plan Pj sera une génératrice 
double du cône des normales. On cherchera donc le lieu des points 
de l'espace pour lesquels deux des droites D,, D,, ..., D„ sontconfon- 
dues et, si ce lieu est tel qu'en chaque point la droite double corres- 
pondante soit située dans le plan tangent, ce lieu sera une intégrale 
singulière. 

Il est aisé de voir que, si la congruence des courbes caractéristiques 
admet une surface focale, cette surface focale sera une intégrale 
singulière de la seconde catégorie. Soient, en effet, 

/•(x.ï.ï.a, I,) = 0, . (»;, 9, ,, », t) = 

les équations de la congruence. On obtient la surface focale en 
adjoignant à celles-ci l'équation 

Mlj"i ^ n 
D («,!,)-"■ 

Soit alors x, y, z un point de cette surface. Pour tout déplacement 
sur cette surface on aura 



àf 
àx 


dx -(- 


^/" 


■^^- 


-fi- 


+ ■>! 


do 
àx 


dx + 


âo ^ 

-T- '^V 
ày 


do ^ 
âz 


^%^' 


^1. 
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OU, en éliminant da, db entre ces deux équations, ce qui est possible 
puisque 

D (f, ;) _ „ 

D(a,i.) ' 
on a 

■Tl]-T^dx + -^dy + -i^dz\~-!-]-^dx + -f-dtj'i--^dz{==0. 
db{dx dy dz ) âbfàx à y az ) 

Cette relation est vérifiée, en particulier, pour tout déplacement sur 
la courbe de la congruence qui passe on ce point, car pour cette 
courbe on a 

dx dy dz 



<J(p 



z:0. 



Le pi t t 1 u f f I t t 1 I t n t a la 

caract fj Ctt f fletdn et 11 

l'équat n 1 éa e D 11 l ne ntéf, al n 1 e e a 

pour I t p nt de tt face ! ux d b d la ong e 

sont \eee fnl tp qtl dtD 

seront pas d stin t 

Exemple I. — Considérons l'équation 
(24) (yz-x)'-<|'(x' + 3'-1) = 0, 

qui peut s'écrire 



j) z — ,ï ^= ± <7 Vx^ + %^ —\. 
Les caractéristiques satisfont au système d'équations différentielles 

dx __ dz dy 

x~ % ~ ^ l/i^.Hz'_l' 
dont on a immédiatement une intégrale première 

Z ^r: ax. 

Les caractéristiques sont donc dos courbes planes dont le plan passe 
par Oy, 'Par tout point de l'espace, il passe deux caractéristiques 
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situées dans le plan déterminé par ce point et l'axe des y. Les 
plans passant par Oy. sont donc des întégTales singulières de la 
première catégorie. Pour avoir lés intégrales de la seconde catégorie, 
cherchons le lieu des points pour lesquels deux droites D sont 
confondues. Ce lieu est le cylindre 

a;s + js _ 1 = 0, 
et la fonction 

z — \/i — x% 

définie par celle équation, ne satisfait pas à l'équation (24). Il n'y a 
donc pas d'intégrale singulière de la seconde catégorie. Il est aisé de 
vérifier que les caractéristiques sont données par les deux équations 



( y = i/x' +z-'~i — arc tg J/x' + «'^ — 1 + b, 

et que le cylindre 

a:^ + ;■'-_ 1 — 

est le Heu des points do rebroussemeut de ces caractéristiques. 

Exemple IL — Soit l'équation 

[p (et' + î= _ 1) -i- qxyy = g' (1 - z") {x" + y* + -.' — 1). 

Cette équation exprime que, si on coupe le plan tangent au point 
(a:, y, z) par le plan Z r:= z, la droite d'intersection est tangente à la 
sphère 

x' + y^+ s^ — 1 := 0. 

Les caractéristiques sont donc des droites parallèles au plan des xy et 
tangentes à la sphère. Tout plan z =^ h est une intégrale singulière 
de la premièta catégorie et la sphère elle-même est une intégrale 
singulière de la seconda catégorie (§ i8). 

Remarque, — Etant donnée une congraence de courbes 
f{x, y, z, a, ).) = 0, ? (x, y, z, a, b) ^ 0, 
la surface obtenue en joignant à ces équations la relation 

D(a,l,) '■ 
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OU surface focale de !a congriience, est tangente, comme on sait, à 
chacune des courbes de cette congruence. Il sembîerait, d'après cela, 
que toute équation aux dérivées parîielles du premier ordre qui se 
décompose en plusieurs équations linéaires doit admettre une intégrale 
singulière, la surface focale de la congruence formée par les courbes 
caractéristiques. Mais l'existence de cette surface focale est évidemment 
subordonnée à certaines conditions de continuité pour les fonctions f 
et ip, conditions qui se trouvent remplies dans la théorie ordinaire 
des congruences, où l'on suppose, on général, ces fonctions algé- 
briques. Mais si ces courbes sont définies par leurs équations 
différentielles 

F (x, y, z, y\ z') = 0, d^ {x, y, z, y', z') = 0, 
où 

, ^^dy , dz 

les fonctions F et <P étant quelconques, les courbes intégrales n'ad- 
mettent pius d'une façon normale de surface focale et la surface 
obtenue en éliminant y' et z' entre les trois équations 

est, en général, le lieu des points de rebroussement des courbes 
intégrales (}). 

Exercices. 

1. Trouver les surfaces dont le plan tangent en chaque point M 
fait un angle constant avec la droite qui joint le point M à un point 
fixe 0. 

2. Trouver les surfaces dont les normales sont tangentes à une 
sphère. 

(MONGE.) 

3. Trouver les surfaces dont les normales sont tangentes à un 
cône de révolution. 

(MONGE.) 
>) Voir, |)am' la dÉnionsti'alioii, Aimricm .foitrad of ilalhcaiatics, vol. XI, \i.Z3i. 
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4. Si les caractéristiques d'une équation non linéaire sont des 
ligues droites, ces droites sont les tangentes d'une surface non 
développable et l'équation est de la forme F(p,q, z — px — gj/);=0. 

5. Trouver toutes les équations dont les caractéristiques sont 
situées sur des sphères concentriques. 

6. Trouver toutes les équations pour lesquelles les développables 
caractéristiques sont des cylindres ayant leurs génératrices parallèles 
à un plan fixe. En déduire les équations pour lesquelles les dévelop- 
pables caractéristiques sont des canes ayant leurs sommets sur une 
droite fisc. 

(MOKGE.) 

7. Les caractéristiques de l'équation 

où H est une fonction de x, y, z, sont des lignes géodésîques des 
surfaces intégrales. 

(Sophus Lie.) 

8. On appelle complexe télraédral tout complexe formé de droites 
qui coupent les quatre faces d'un tétraèdre en quatre points dont le 
rapport anharmonique est constant. Trouver les surfaces tangentes 
en chacun de leurs points au cône du complexe tétraédral qui. a son 
sommet en ce point. 

Étant donnés deux complexes tétraédraux ayant même tétraèdre 
fondamental, les équations aux dérivées partielles eorre.^pondantes 
admettent une infinité d'intégrales communes. 

(Sophus Lie.) 
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CHiPITRE X 

Théorie générale de Lie. 



86. Dans une série de Mémoires publiés dans les recueils de 
l'Académie de Christiania et dans les Mathematische Annalcn, 
M. Sophus Lie a repris la théorie des équations aus dérivées partielles 
du premier ordre à un nouveau point de vue très général (*). Ces 
recherches sont basées sur une définition nouvelle de l'intégrale, 
dont on a déjà dit quelques mots (g 50), mais qui mérite d'être 
étudiée en détail. 

Considérons d'abord une équation différentielle du premier ordre 



(1) ■ ■ nx,y,p) = 0, 



dx 



Nous appellerons élément {x, y, p) l'ensemble d'un poîht x, y et 
d'une droite de coefficient angulaire p passant par ce point, et 
intégrale (^) de l'équation (1) tout système simplement infini 
d'éléments, c'est-à-dire dépendant d'un seul paramétre variable, 
vérifiant l'équation (1) et la relation 

(2) dy=pdx. 

Soit 

a; ^ ç, (il), y =^ ?, (m), p='l (w), 

une telle intégrale ; si ç, et Sj ne sont pas des constantes, la relation (2) 



|i| Voir en pnrticulior les Mémoires suivants : Zur neorie da parlielln DifferenlMsIei- 
ciBUffeB, imbetovilei-e ùber eUe Clemfieatim deraelbss (Kachrickleii de Gietllugue, 18721. 
— Atlgaiicme Théorie der parlielle» Di^ereatielslftclixiiseii ersler Ordiinng iStakenmllKbB 

AHBBten, {. IX, p. ais-ïoe; iwrf., t. xi. p. iei-fa7i. 

(^ Clebach. Lrroiis mr la Gémiétrie, tiiiductioa Bonoist, t. III, p. iSS. 
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exprime que p est le coelTioient angulaire de la taug-onte à la courbe C, 
lieu du point x, y, dont on obtient Tiiquatiou en éliminant u entre 
les deux équations 

x — ifi (m), y = ï5 {u}- 

Soit F {x, y) :=: l'équation de cette courbe. La fonction y de x 
définie par cette équation sera une intégi'ale au sens ordinaire du 
mot. Un élément de l'intégrale est formé par un point de la courbe C 
et la tangente en ce point, et l'intégrale se compose de la courbe C et 
de l'ensemble de ses tangentes. 

Mais on satisfait aussi à l'équation (2) en prenant x =^ cc^, y =; y„, 
a"„, y^ étant constants, p ^^u. Si donc l'équation (1) est vériQéè pour 
a; ^: x„, y =; y^, quel que soit p, les formules 

x :=Xg, y =^ yo, 1) ■:^u 

représenteront encore une intégrale, d'après la nouvelle définition. 
Cette intégrale se compose, comme on le voit, du point M de coor- 
données a:„, y„, et de toutes les droites qui passent par ce point. 

Cette extension de la définition de l'intégrale permet d'expliquer 
certaines anomalies qui se présentent dans la théorie des équations 
différentielles. Supposons, par exemple, qu'une équation différentielle 
admelte pour intégrale une droite i, et transformons cette équation 
par polaires réciproques. A toute intégrale de l'équation proposée 
correspondra une intégrale de l'équation transformée : à la droite 4 
correspondra un point. II semble donc, au premier abord, que 
l'intégrale correspondant à 4 disparait. Avec la définition nouvelle, 
ceci s'explique : à la droite A correspond un point P; à tout point M 
situé sur A correspond une droite D passant par P. Quand M décrit 
la droite A, la droite D tourne autour du point P : on voit donc qu'à 
l'intégrale A correspond une intégrale composée du point P et de 
toutes les droites qui y passent. 

Ainsi, considérons l'équation de Clairault 

(A) y- px — f{p). 

Si on fait la tninsformation de Legendre 

p =: X, y — jsa; ^: Y, 



y Google 



226 LEÇONS SUR LES Î^QUATIONS AUX DÉRIVi5eS PA.RTIELLES. 

on trouve l'équation 
(B) Y = /'(X), 

équation qui ne contient pltis de dérivée et qui, par conséquent, 
n'admet qu'une solution, tandis que l'équation (A) en admet une 
infinité. Ce paradoxe s'explique en remarquant que l'intégrale géné- 
rale de l'équation (A) se compose de toutes les tangentes à une 
certaine courbe C qui est elle-même une intégrale singulière. A la 
courbe C correspond, par la transformation par polaires réciproques, 
une courbe G représentée par l'équation (B) elle-même, et l'intégrale 
générale de cette équation se composera d'un point quelconque de la 
courbe G et de toutes les droites qui y passent. La courbe G est, 
d'ailleurs, une intégrale singulière. 

87. Soit maintenant 

(3) F (X, y, z, p,q)^0 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Nous appel- 
lerons intégrale tout système doublement infini d'éléments vériliant 
la relation (3) et la relation 

(i) dî = p dx -i- q dij, 

un élément éiant toujours représenté géométriquement par l'ensemble 
d'un point {x, y, z) et d'un plan de coefficients angulaires p, q 
passant par ce point. Soit 

p — <? 

un tel système. Supposon 

U («, v)' 

ne soient pas nuls à la fois. Alors, l'élimination de m et t entre les 
trois équations 

(5) »! = /■„ !/ = /;, î = f. 

conduira à une seule relation 

z = 4 (X, a), 







d'abord que li 


;s trois déterminants 


DCA, a 


D (/■„/,) 
D („, .) 
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et la relation. (4) prouve que l'on aura 

^■ = 5;' " = o.ï 

On trouve bien, dans ce cas, une intégrale au sens ordinaire liu mot. 
Un élément quelconque de l'intégrale se compose d'un point de la 
surface ï ^ i| et du plan tangent en ce point. 

Si les trois déterminants précédenti; sont nuls à la fois, l'élimination 
de H et V entre les trois équations (5) conduira au moins à deux 
relations distinctes entre s, x, y. Supposons d'abord qu'elle conduise 
à deux relations seulement. On pourra alors- choisir les paramètres 
M et 11 de façon que œ, y, z ne dépendent que d'un seul paramètre 

X = F, («), s = F, (»), z = F. («), 

et la relation (4) devient 



Les coordonnées du point {x, y, z) ne dépendant que d'une seule 
variable indépendante w, ce point décrit nne courbe G et la relation 
précédente montre que le plan de coefficients angulaires p, q doit 
contenir la tangente à cette courbe. Un élément de l'intégrale se 
compose d'un point de la courbe G et d'un plan passant par la 
tangente en ce point. Un pareil système d'éléments est bien double- 
ment infini, mais il ne conduit plus à une intégrale proprement dite. 
Enfin, si les équations (5) conduisent à trois relations distinctes 
entre x, y, z, on en déduit pour ces variables des valeurs déterminées 

X = Xt,, y —y», z ^z^, 

et la relation (i) est identiquement vérifiée. Un élément do l'intégrale 
se compose du point M (a;,,, y^, z^) et d'un plan quelconque p 
par ce point; ce système est encore doublement indéterminé. 
Considérons, par exemple, l'équation de Clairault générulisi 

z=pz -\- qy + /"(p, q). 

La transformation de Legendre 

M — X, g — Y, z -~ px — qy r^Z 
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conduit à l'équatiou 

Z = f (X, Y), 

qui ne contienL plus de dérivées. L'équalioa de Clairuult admet 
comme inti^rale complète l'ensemble des plans tangents â une 
certaine surface non développaJjle 2. A cette surface 2 la transfor- 
mation par polaires réciproques fait correspondre une nouvelle 
surface 2'. A l'intégrale complète précédente correspond une inté- 
grale formée d'un point quelconque de S' et de tous les plans qui y 
passent. L'intégrale générale se composera d'une courbe arbitraire 
située sur 2' et de l'ensemble des plans tangents à cette courbe. p]!)e 
correspond à une développable circonscrite à 2. Enfin, la surface 2' 
elle-même, qui est la seule inlégrale proprement dite, est une 
intégrale singulière. 

83, La définition de Lie a donc l'avantage de donner plus do 
généralité à la théorie. C'est aussi ce qu'on reconnaît en reprenant la 
méthode de la variation des constantes. Soit 

V {x, y, z, a,b) = 

UDC fuléi^rale complète de l'équation (3), qui sera obtenue eu éliminant 
a et h entre les relations 

On reconnail comme plus baut (g 39) que le système des équations (3) 
et (4) peut être remplacé par îe système des équations (4) et (6), où 
on regarde z, x, y, p, g, a, h comme des fonctions à déterminer de 
deux variables indépendantes. Du système (6) on déduit ensuite 

--- da + ^-r db = 0, 
oa ab 

et on obtient la solution générale de cette équation en posant 

" = '(«)■ ï^' + 5ï''W = »' 

ç (a) désignant une fonction arbitraii'e de a. Les trois équations 
(7) Vz^O, — -H -- ç' (a) = 0, b^^{a) 
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permettront d'exprimer x, y, z, a, b en fondion de deux paramètres 
arbitraires et les dernières équations (6) donneront ensuite p et q. 
Nous avons supposé, dans la théorie générale, que l'élimination de 
« et b entre les trois équations (7) conduisait à une seule relation 
entre x, y, s; s'il en est ainsi, cette relation donnera une intégrale 
proprement dite. Mais il peut se faire que, pour certaines formes 
particulières de la fonction ip, l'élimination de ffl et b conduise à 
plusieurs relations entre x, y, z. Les raisonnements que l'on vient 
de faire prouvent que l'on obtiendra toujours (^), sauf les cas d'incom- 
patiLilite, une intégrale au sens de Lie. 
Prenons, par exemple, l'équation 

z-'px — qy — O, 

qui admet l'intégrale complète 

j — (tx + hy; 

on aura l'intégrale lïénérale en lui adjoignant les deux équations 

h =r .; (a), x^y<f' (a) ^ 0. 
Si on pose 

o (o) = ma, 

on est conduit aux trois équations 

s — « (oc + my), h = ma, x + my = 0. 

L'élimination de a et de fi donne donc les deux relations 

z^Q, X + my ^ 0; 

on obtient une intégrale qui se compose de l'ensemhle d'une droite 
et dés plans qui la contiennent. 

Remarque. — Dans le cas des équations linéaires il y a toujours 
une infinité d'intégrales de la seconde catégorie. Soit, en effet, 
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une équation linéaire et C une courbe caractéristifiue salisfaisant au 
système d'équations différenlielles 

dx dy dz 

'P"~"Q ^ RT' 

Soient x, y, z un point de la courbe G et p, q les coefficients 
angulaires d'un plan passant par la tangente en ce point. On aura 

dz ^:p dx + q dy, 
et, par suite, 

R = pP+ îQ. 

Donc, l'ensemble formé par une courbe caractéristique et les plans 
qui passent par ses tangentes est une intégrale de la seconde 
catégorie. Les courbes caractéristiques dépentiant de deux constantes 
arbitraires, on voit que toute équation linéaire admet une intégrale 
complète de cette catégorie. 

89. L'extension de la définition précédente au cas général nous 
conduit à traiter d'abord le problème préliminaire suivant : 

Résoudre de la façon la plus générale l'équation aux différen- 
tielles totales 

(8) dz — p, d.'Ci — ... — p, dx.„ ^ 0, 

c'est-à-dire trouver tous les systèmes de relations entre les variables 
z, Xi, Pu, qui entraînent entre les différentielles totales la l'elation (8). 
Cette ^alité exige qu'il existe au moins une relation entre les 
variables ï, x^, x^, ..., x^. Supposons, d'une manière générale, qu'il 
y ait k relations distinctes entre z, ccj, x^, ..., a;,,, dont une au moins 
contiendra z, et résolvons-les par rapporta z, x^, a;,, ..., a;j;_i, 

I Z^='\ (x,,, Xi,+j, ..., x„). 

Portons les valeurs de dz, dx,, .,., dx^-i dans l'équation (S) et 
écrivons que les coefficients des différentielles dx^., dxi, + ,, .,,, dx„ 
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l dx,, ^ àxi, '" ~' dxi. ' ' 

(10) 

/ dû) dijj, diij(._, 



Réciproquement, les {n + 1) équations (0) et (10) entraitient ia 
relation (8). On est donc conduit à la conclusion suivante : 

Si on a, entre les différentielles des 2n + i va^-iables z, x^, jjj., 
la relation (8), il existe aumoins.n + 1 relatioiis distinctes entre 
ces variables et, s'il n'en existe pas davantage, il suffit, pour les 
avoir toutes, de connaître celles qui sont indépendantes de 



une manière générale, par M toute multiplicité 
composée d'éléments satisfaisant à la relation (8). L'ordre d'une 
telle multiplicité est au plus égal à n, et la multiplicité la plus géné- 
rale M„ est représentée par les équations (9) et (10), où les fonctions 
'}f, ijip t]»!;— 1 sont arbitraires. On obtiendra une multiplicité Mj(g-<n) 
en ajoutant aux équations (9) et (10) n — q relations quelconques et 
il est clair, d'après ce qui précède, qu'on aura ainsi toutes les multi- 
plicités Mg. 

Nous emploierons encore, pour abréger, les expressions suivantes, 
empruntées à la géométrie. Considérons z, x,, ..,, x^ comme les 
coordonnées d'un point dans l'espace à (n + 1) dimensions; nous 
appellerons mtdtipUcité ponctuelle tout ensemble de points dont 
les coordonnées vérifient un certain nombre de relations. Une multi- 
plicité ponctuelle, d'ordre r, P^ sera définie par )i -i- 1 — r relations 

as, (s, a:,, ..., x„) ;3^ 0, ..., la+i-f (ï, a;,, ..., a5„) ^:;0. 

b'n plan sera une multiplicité ponctuelle à n dimensions représentée 
par une équation linéaire telle que 

z - î = P, (S, - X,) + ... + y. (S. - X.), 

et Pj, ..., p„ seront les coefficients angulaires de ce plan. Nous 
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dirons que ce plan est tangent au point (z, x^, ..., x^) à une multi- 
plicité ponctuelle passant par ce point si on a, pour tout déplacement 
sur cette multiplicité, 

dz — p, dx^ — ... — ji„ dx„ ^ 0. 

Sur une multiplicité d'ordre r, z, x„ ..,, x„ sont fonctions de 
r variables indépendantes et, par suite, le plan tanguent en un point 
est Ji — r fois indéterminé. Cela posé, les équations (9) définissent 
une certaine multiplicité ponctuelle P„_(;4.i et la multiplicité M„ 
correspondante, représentée par les équations (9) et (-10), se compose 
de cette mullàplicité ponctuelle P„_i^l, et de l'ensemble de ses plans 
tangents, chaque élément étant formé d'un point de P,_i;+i associé 
à un des plans tangents en ce point. Toutes les fois que cela sera 
ulile, on indiquera par un indice supérieur l'ordre de la multiplicité 
ponctuelle d'où une multiplicité M„ est dérivée; d'une manière plus 
générale, on représentera par M^' une multiplicité M d'ordre q, 
lorsque les coordonnées z, ce,, ..., x„ seront fonctions de q' varia- 
Ijles indépendantes. Avec cette notation, une surface et l'ensemble 
de ses plans tangents sera représentée par M^, une courbe et l'en- 
semble de ses plans tangente par MJ, un point ,el tous les plans 
qui y passent par MJ, une courbe et un système simplement infini 
de plans tangents à cette courbe par M}, un point et les plans tan- 
gents d'un cône ayant ce point pour sommet par MJ. 

90. Considérons un système de q équations aux dérivées parliclles 
du premier ordre 

( F, {z, x^y ..., x„,p^, ...,p„) = 0, 

(in 

( F^{z,Xi, ..., x,„p^, ..., p,,)— 0. 

Nous appellerons intégrale de ce système toute multiplicité M„ dont 
les éléments vérifient les relations (H). Pour qu'une telle intégrale 
soit une intégrale au sens ordinaire du mot, il faut qu'elle provienne 
d'une multiplicité ponctuelle à n dimensions, c'est-à-dire que ce soit 
une multiplicité M^. Le problème de l'intégration revient alors à 
déterminer n + \ — q relations nouvelles qui, jointes aux q équa- 
tions (11), donnent entre les différenlielles totales la relation (8). 
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Cette délinition donne lieu aux remarques suivantes : 
1" On peut toujours, par un changement de variables coavenatile, 
l'amener une intégrale quelconque à une intégrale proprement dite. 
En effet, considérons une intégrale quelconque définie par les rela- 
tions (9) et (10). Toutes les variables pourront s'exprimer au moyen 
des variables Pp p,, ..., pt^i, a^/,., -.•, ^„- Posons 

x\ — p„ ..., Xt_,^J3i_„ xl = Xj., ..., xi, = x„, 

p[^—x,, ..., pl-^, — — «it-L, pi — Pi, .-., p'« =Pn> 

z' = z — ï),Xi — ... —ph-i Xi^r, 

la relalion (8) devient 

dz' =p[ dw[ 4- ... H- pi dx'„, 
et toute équation de la forme 

F(z,ai„...,«.,p„....j,„) = 
se change en une nouvelle équation de même forme 

F,{z',x;, ...,x:„pu...,p:) = o. 

Toute intégrale de la première équation F := donnera donc, par la 
transformation précédente, une intégrale de la seconde équation 
F, ^ 0. En particulier, si on applique cette transformation à l'inté- 
grale représentée par les équations (9) et (-10), il est clair qu'il y 
aura, une seule relation entre z', x[, ..., x'^; la fonction z' sera donc 
une intégrale proprement dite de. l'équalion du premier ordre 

f(z'-x'~- -X- -^ , 
\ * dx[ " " àx't-x 

dz' dz' , , , , dz' dz' \ 

âx', '" àx't-i ' ' "' "' *'""' ~'^ dx'^' ""' àx'J 

2" Si les q équations (li) ne renferment pus les variables p,, 
...,p„, on obtient immédiatement toutes les intégrales communes. 
Il suffit d'ajouter aux équations (11) s équations arbitraires entre z, 
x„ ..., ic, (^ + s < u +1) et de prendre !a multiplicité M, déduite 
de la multiplicité ponctuelle ainsi obtenue. 

3" On peut trouver, sans intégration, toutes les multiplicités M 
dont l'ordre esl inférieur à n et dont les éléments vérifient une 
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équation F =: 0. En effet, pour former une multipiicité M„_, véri- 
fiant F =0, prenons une multtpMdté quelconque M.„; si les éléments 
de M„ ne vérifient pas F = 0, en ajoutant l'équation F = aux 
équations qui définissent M, on aura une multiplicité M„_i; si tous 
les éléments de M, vérifient F = 0, il suffira d'adjoindre .aux équa- 
tions de M„ une équation arbitraire f i= 0. 

Plus généralement, on a, sans intégration, toutes les multipli- 
cités M d'ordre inférieur ou égal à )i — q vérifiant les équations (11). 
Prenons, en effet, une multiplicité quelconque M„ et adjoignons- lui 
les équations (11) : en général, on aura ainsi une multiplicité M„_,; 
si cette multiplicité était d'ordre n — q + k, i\ suffirait de lui 
adjoindre k relations arbitraires pour avoir une multiplicité M„_.j. 

91. La définition de Lie permet de généraliser la théorie des 
intégrales complètes. Considérons une multiplicité ponctuelle 

\ fk i^> ^it ^â) -■■) ^,) «jï ■•■) ft*) = 0, 

d'ordre « H- 1 — k, dépendant de h paramètres arbitraires «;, (T^, 
..., a,, (h < n). De celte multiplicilé ponctuelle on déduit une multi- 
plicité M„ bien déterminée, définie par n -f- i équations qui contien- 
nent les 7t paramètres d,, ..., «j,. L'élimination de ces h paramètres 
conduira en général k n +1 — h relations distinctes entre z, x,, 
..., x„,p,, ..., p„, et nous allons voir qu'on pourra obtenir l'intégrale 
généi'ale de ce système d'équations simultanées au moyen des fonc- 
tions f„ ..., f^. 

Supposons (•) les équations de la mulfiplieitc ponctuelle résolues 
par rapport à z, x,, x^, ..., Xt-,, 



(12) 



'■ = 't- (xi-y x^+i, ..., ,ï„, a„ ..., a,,), 
\ = 1^1 (x^, xt^„ ..., a;„, «,, ..., «s), 



pour avoir la multiplicité M„ à laquelle elle appartient, il faut 

(1) C'est unlquemoDt pour sImpliBor les calculs quo nous Inisons ecUe hypolhîisc; le 
mlsounomcnt s'éteud do lut-.D)Oiue nu cas (lù les Ëquiitlons ne sont jias résolues, comme oji 
lo rcrra nu clwpili'o suiranl. 
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a(îjoii:idi'e à ces ùquations les suivantes ; 



L'élimination de Oj, a^, ..., «^ donnera, par hypothèse, (ii + i — h) 
relations distinctes seulement 

[ F, {z, x^, ..., x^,r<v ■■■»Fn) ~0, 

(1^) 

( F„4.i_i {z, a;,, ..., a;,,, Pi, ..., p„) — 0. 

Le syslème des équations (8) et (ii) peut donc être remplacé par le 
système des équations (8), (12) et (13), pourvu qu'on regarde dans 
ces dernières «(, ..., a^ comme des inconnues à déterminer. Des 
équations (IS) et (13) on tire, en difïérontiant, 

dz — p, dx^ — ... — p„ dx^ =: b^ da^ 4- ... + 6, da^, 

où on a posé 



On est donc ramené à la recherche des solutions communes aux 
équations(12), (13)et (15), 

(15) h, da, + ... -1-1;, d a, = 0. 

On peut satisfaire à l'équation (15) de plusieurs manières : 
1» En prenant 

«, = C'^ n„ = et», . . . , (ij, = O", 

on retrouve alors l'intégrale d'où on est parti, que nous appellerons 
l'intégrale complète. 
2" En posant 

L'élimination de a,, .,., a,, entre ces équations et les relations (12) 



y Google 



236 LEÇO:^S SUR les équations aux DI'RIVi'.F.S PAUTiEi.LIiS. 

et (13) conduit à une solution qui sera encore appulée intégrale 
singulière. 

3° Si toutes les quantités &; ne sont pas nulles à la fois, l'éqna- 
tion (15) exprime qu'il y a au moins une relation entre les variables 
«p ..., «i- Supposons qu'il y ait l relations (( -< h) 

( Bj = [5, («j + i, ..., «i), 
en portant ces valeurs de «i, ..,, (Sj dans l'équalion (15), il vient 



(16) 



(17) 



(ira, 



b ^-i + ... + b, -_' 
\ àa^ àa,, 



= 0. 



Les équations (12), (13), (16) et (17) sont au nombre de ii + 1 4- h 
et contiennent 2»i + 1 + h variables; il reste donc bien n variables 
indépendantes. L'intégrale, ainsi obtenue, qui dépend des fonctions 
arbitraires tj,, ■.., cfj, est l'intégrale générale. 

Cas PAUTicuLiEiis. — 1" h = n, 'k = i. On retrouve la théorie 
de l'intégrale complète de l^grange. 
2° h = n, ft = n. Considérons la courbe 

/ !=*(X.,.„ ...,».), 

a., = t, {x., a„ ..., o.), 

\ x„-i = i}i„_j (a:,, a,, ..., a„). 

Pour appliquer la méthode générale, il faut éliminer «,, «,, ..., a„ 
entre ces équations et la relation 

On trouve donc une équation linéaire, et la méthode d'intégration 
que l'on déduit de ce qui précède est identique à la méthode du 
chapitre IL Nous voyons ainsi que les équations linéaires sont carac- 
térisées par cette propriété d'admettre une intégrale complète repré- 
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senlée par n équations entre les i^ariables z, x^, ..., x^ ou, si l'on 
veut, formée par des courbes et l'ensemliie de leurs plans langehta. 

Dans le cas de ii == 2, nous avons aiosi deus catégories d'équations, 
les équations générales et Ic'S équations linéaires Si n est =iupérieiir 
à 2, nous aurons en outre n — 2 catégoi ipf d'équations intermé- 
diaires, qui disparaissent poui n = 2, obtenue^ au mojen d'une 
intégrale complète représentée par i, 3, ,n — 1 équations entre 
z, Xf, ..., x„. Supposons, par exemple, qu'on prenne n — 1 lelations 
entre ces variaisles, 

z = 'h {x,_„ x„, a„ ..., a„), œ, = à, (x._„ ...), -, 

on obtiendra l'équation aux dérivées partielles correspondantes en 
éliminant a,, ..., «„ entre ces relations et les suivantes 

— p,_, — 0, 

— )', = û. 

Si on tire (t^, ..., (i„_i des premières équations et qu'on les porte 
dans les deux dernières, on aura deux équations linéaires entre 
lesquelles il faudra encore éliminer (i„. Remarquons que ces deux 
équations linéaires ne sont pas quelconques; elles admettent une 
intégrale complète commune dépendant des n — 1 constantes 
arbitraires a „ ...,a„-,. De même l'équation provenant de h relations 
entre s, a;,, ..., x, s'obtiendra en éliminant n — h constantes entre 
n — ft H- 1 équations linéaires qui admettent une intégrale commune 
dépendant de h constantes arbitraires. On a donné à ces équations 
le nom d'équations semi-linéaires. On aura de même des systèmes 
d'équations senii-lînéaires en partant d'une intégrale complète repré- 
sentée par plusieurs équations entre s, x,, ..., x„ et dépendant de 
moins de n paramètres arbitraires. 

92, Étant donnée une étjuation 

F (z, !„ p.) = 0, 
nous appellerons encore carnctérisliquo tout sys^tème simplement 







- p„-. 


ni, 

dx. 


"-'• Ji. -■■■ 


— p~-î 



y Google 



238 LEÇONS SOR T.ES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

infini d'éléments satisfaisant aux équalions dilférenLi elles 

dx, ^dp^^_ dz ^ (_i,k=i,2,...,n). 

l-\ Xj + ftZ PiPi H- ■- + P-P™ ' ' ' ' 

Il est aisé de montrer que toute intégraU est un lieu de caractéris- 
tiques. Nous avons donné deux démonstrations de cette proposition 
dans le cas de l'intégrale ordinaire. La démonstration basée sur ia 
considération de l'intégrale complète (§ 52) s'applique mot pour 
mot aux intégrales nouvelles de M, Lie. Le seul emprunt que l'on 
fasse à la théorie générale est le suivant ; toute équation du premier 
ordre admet une intégrale coniplëte, représentée par une seule équa- 
tion entre r, x„ ,,., x^. La seconde démonstration que nous avons 
donnée (§ 51) ne s'applique qu'auï intégrales ordinaires; mais il 
suffit de faire la transformation indiquée (g 90) pour être ramené à 
ce cas, car cette transformation ne change pas le système d'équations 
différentielles des caractéristiques, comme il est aisé de s'en rendre 
compte. 
Soient 

X, ^ f, (t, z", a:!, p't), 

.,^K), (;,/î = 1,2, ...,»), 

les équations de la caractéristique issue de réiément :", x'', fî, 
vérifiant la relation 

F (ï", xf, pS) — 0. 

Ces valeurs initiales étant des fonctions de v variables indépendantes 
le,, ,.., i(.„ on a, d'après un calcul déjà fait (p. 117}, 

F (z, ai;, p,) = F (z", xî, pS) ^ 0, 

-fzrif 

dz—p^dx^ — ...~p^dx^=idz''—p'',dx^^ — ...—pSdxS)e '^° , 

ia lettre d désignant les différentielles quand (, u^, ..., u., varient, ce 
qui peut s'énoncer ainsi : Si on considère une multiplicité M, dont 
tous les éléments vérifient la relation F = 0, Ze lieu des caracté- 
ristiques issues des éléments de M.j est une multiplicité M, en 
général d'ordre v + 1, dont tous les éléments véi'ifient la même 
relatio7i. 

L'intégration est donc ramenée à la détermination des multiplicités 



i ■ 
. ^f{t, 

\ Pk = Cl (t. ^\ ^j 
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M„„, dont les éléments vi5rifient la relation F = 0, ce qui se fait 
sans aucune intégration (§ 90). Il y aura encore exception pour les 
intégrales qui vérifient les relations Xj + p^ Z = 0, P, ^^ 0, que 
nous appellerons toujours intégrales singulières. 

93. Considérons maintenant un système de \j, équations du premier 
ordre 



(i8) ■ t\ = 


0, F, = 0, 


..,, iy = 0, 


que nous supposons 
compatibles. 


., bien entendu. 


, distinctes et algébrifjuement 


Théorème. — Lor 


squc deux équa 


■lions du %-remier ordre 



F =. 0, II = 
ont une intégrale commune, eette intégrale vérifie l'équation 
[F, H] = 0. 

La démonstration donnée plus haut (g 65) ne s'applique qu'ans 
intégrales proprement dites; la suivante est générale. 

Soient M„ une intégrale commune et s, a;;, p^ un élément de cette 
intégrale. Par cet élément passe une courbe .caractéristique de F ^:3 
située sur M,, et dont tous les éléments vérifient, par suite, les deux 
équations 



F ^ 0, H 


^0. 


Le long de cette caractéristiquo on a 




dx,__ d: 


_ " àp. 


dV ~ ôf" ""ôV 


rfF dF 

ra^, + '"<s 


aiiisi que 









En remplaçant dz, dxi^, dp^ par leurs valeurs dans la seconde 
équation, on trouve que tous les éléments de cette caractéristique 
vêiifient la relation 

[F, H] n^ 0, 
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et, par suite, tous les éléments de M. vérifient cette relation puisque 
nous avons pris un élément arbitraire de M, comme élément initial. 
II est clair que la proposition est encore vraie si M„ est «ne intégrale 
singulière de F =: 0. 

Ceci nous montre que nous pourrons adjoindre au système (^8) 
toutes celles des équations 

[F;, FJ = 0, (», k = i,2, ..., ;;.}, 

qui sont distinctes des premières. Mais on pourra toujours s'arranger 
de façon qu'en continuant de la sorte on arrive soit à un système 
incompatible, soit à un système en involution. Supposons, en elTet, 
qu'on puisse résoudre certaines de ces équations par rapport à z, p^, 
..., p, et qu'en portant ces valeurs dans les autres équations on 
obtienne des relations ne contenant plus que des quantités X(. Je dis 
que ces relations seront résolubles par rapport à i* — s — 1 des 
quantités Xi+i, x, + ,, ..., x„. En effet, supposons que cela ne soit 
pas : on pourrait alors tirer de ces relations une équation ne contenant 
que a;,, ..., x„ telle que 

X, ^= 1^ (X,, ICj, .,., X,). 

En portant cette valeur do X[ dans l'équation qui donne p,, on 
aurait 

Pi — ?(^s. ■-, x„,p,+„ ...,p„). 
Formons l'équation 

[p, -?,.!, -.J]=0, 

elle se réduit à 

1 — 0; 

le système proposé serait par conséquent incompatible. Supposons 
donc qu'on ait résolu les dernières relations par rapport à x^+i, 
x, + 3, .,., 3;[i_ ,; le système (IS) prendra alors la forme 



!=f (J,, 


, ce,, . 


.., X., Xf, .. 


■,x.,p.t; 


.■,P.), 


p, =/■,(% 


, x„ . 


.., 3Î„ X^, .. 


-, ^„, P. + i, 


■■,P„), 


a;.„ = „(i, 


,x^, , 


.., x„ x^, .. 


.-, X.), 




(i = l,2, ...,! 


), 


(h^i,'. 


>.,...,■/. ^ s 


-1), 



y Google 



et nous pourrons le remplacer par le système équivalent 

[ î - r - ^, (p. - fù - ■- - ^, (p. - Q = 0, 
(19) p, -/; =-0, .,., p,-f,^o, 

Si on forme les crochets de ce nouveau système, on constate qu'ils 
ne contiennent aucune des variables z,p„ ...,P.î ^i + d -■•) ^i^-i- 
Si doQC ces crochets ne sont pas identiquement nuls, ils ne pourront 
pas donner des équations qui soient des conséquences des précédentes. 
On résoudra, comme précédemment, les nouvelles équations par 
rapport à un certain nombre des variables qu'elles contiennent et, 
en continuant de la sorte, on arrivera soit à un système incompatible, 
soit à un système pour lequel tous les crochets sont identiquement 
nuls, c'est-à-dire à un système en învolution. 

94. Soit donc 

(20) F, = 0, F, = 0, ..., F„. = 

un système en involution de m équations distinctes. Supposons qu'il 
existe une intégrale commune M„ et soit e un élément de cette 
intégrale. Par e passe une courbe caractéristique C, de F, = dont 
tous les éléments sont situés sur M„. Soit alors e' un élément de G, : 
par e' passe, de même, une caractéristique C, de Fj 1:= et l'ensemble 
de toutes les caractéristiques Cj issues des divers éléments e' de C, 
forme une multiplicité Mj située sur M„. En continuant de la sorte, 
on arrivera finalement à une multiplicité M™ située sur M,;, passant 
par l'élément e, obtenue par la superposition successive des caracté- 
ristiques des m équations (20). Nous désignerons cette multipli- 
cité Mm sous le nom de multiplicité caractéristique du système (20) 
et nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Toute intégrale qui passe par un élément e 
contient la multiplicité caractéristique M^ issue de cet élém&nt. 

Voici commentles multiplicités caractéristiques seront définies ana- 
lytiquement. Considérons le système complet d'équations linéaires 
suivant : 
(2-1) [I'\, 'l']:^0, ..,, [F,„,<li]^0, 
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Je dis que, si 4>,, <^î, ..,, ^an-sm + i sont (2n — 2ra + 1) intégrales 
distinctes et différentes de F,, ..., ¥„„ le système d'équations 

(22) ¥,=0, ..., F„ = 0, *. = C„ ..., *î«_î„+,=:C3„_,„+i, 

où C„ ..., CsB^sm-i-i dési'ïnent des constantes arbitraires, représente 
les multiplicités caractéristiques. En effet, les équations (22) défi- 
nissent une multiplicité à m dimensions composée de courbes 
caractéristiques de chacune des équations (20) (§ 38), car les œurbes 
caractéristiques de l'équation F^ = sopt identiques aux caractéris- 
tiques de i'équation linéaire 

[F,, 1>] = 0. 

D'ailleurs, par tout élément z", x", pS pris sur une inléjrale, c'est-à- 
dire satisfaisant aux relations 

F;=:0, ..,, Fâ = 0, 
i! passe une mulliplicité (2'i) dont les équations sont 

(23) F,=:0, ..., F„ = 0, % = ^'i, ..., "I'!,_!m + l = *l'.°.>-s» + I. 

Ceci sufût à prouver l'identité des multiplicités caractéristiques avec 
les multiplicités (22). Puisque toute intégrale est un lieu de multi- 
plicités caractéristiques, il suffira d'associer convenablement ces mul- 
tiplicités caractéristiques (22) pouravoir toutes les intégrales. Appelons 
multiplicité intégrale toute multiplicité M., dont les éléments vérifient 
les équations (20) ; nous avons alors le théorème suivant ; 

Théorème. — L'ensemble des caractéristiques de l'équation 
Fj :z2 0, issues des divers éléments d'une multiplicité intégrale M.-,, 
forme une nouvelle multiplicité intégrale Mv + i- 

Il est d'abord évident (§ 92) que Mv + i sera une intégrale de F, i=0; 
d'ailleurs, puisqu'on a 

[F„r,] = 0, (i = 2, 3, ..,«.), 

tous les éléments d'une caractéristique de F, ::^ vérifient l'équation 
Fj = G*^ et, comme tous les éléments do M-, satisfont à Fj z:= 0, on 
en conclut que tous les éléments de M^+i satisfont aussi à F; = 0. 
Cela posé, soit M„_„, une multiplicité intégrale du système (20) ; 
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l'ensemble des courbes caractéristiques de Fj =: issues des divers 
éjéments de M„_ fmmera enuoie une mnltiphcité intégrale M„_„+i ; 
de même, toutef< !eb caractéii'-tique'J de F, :^ issues des éléments 
de M,_„+i toimeiont une multiphcité intégrale Ms_„+a et, en 
continuant de la soi te, on iinveia fimlenieut à une intégrale M„. 
Ceci levient a due que le lieu des multipbutés cai'aotéristiques M^, 
issues des divers éléments de la multiplicité intégrale M„_„, fo^tne 
une intégrale M„ du système (20). D'ailleurs, il est clair que toute 
intégrale M„ s'obtiendra par le procédé qui vient d'être indiqué, car 
si on prend sur M^ une multiplicité an — m dimensions, ce sera 
une multiplicité intégrale M„_,„ et les multiplicités caractéristiques 
issues de tous les éléments de %,-m donneront évidemment M„. On 
voit donc que toute intégrale du système (20) sera représentée par les 
équations (23) où z", x°, pS désignent des fonctions de n — m 
variables indépendantes vérifiant les relations 
(24) F°=0, ..., FS. — 0, èz''—p1hxl — ...~p!ihx?.~0. 

La détermination de l'intégrale générale des éqtiatioiis (20) 
revient donc à trouver la multiplicité intégrale M„_m la plus 
générale, et ce problème, comme nous l'avons vu, n'exige aucune 
intégration (§ 90). 

95. On satisfait aux équations (24) en prenant pour z", x" des 
constantes et pourp£ des fonctions de (n — m) variables satisfaisant 
aux équations F? =i 0. Le Heu des multiplicités caractéristiques 
issues d'un point est donc uiie intégrale. Ce sera, d'ailleurs, une 
intégrale complète du système (20), si on donne à m des cons- 
tantes E°, Xi des valeurs déterminées. 

Gomme application de la théorie générale, proposons - nous de 
déterminer une intégrale, au sens ordinaire du mot, qui, pour des 
valeurs données de x^, ..., a:;„, se réduise à une fonction donnée 
de aSm+i, ..., a3„. Remarquons d'abord que les équations de la 
multiplicité caractéristique issue d'un élément peuvent êlre mises 
sous une forme plus commode pour la discussion, Soit z", x", pî un 
élément tel que pour cet élément le déterminant 

D(F„F„ ...,FJ 
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soit ditt'érent de Û. On pourra alor?, dans ie domaine de cet élément, 

résoudre les m équations (21) par rapport k - — i ■•■) ~ — i et On 

remplacera le système complet (21) par un système jacoliien, résolu 

par rapport à - — ! ■-■i Ce système jacobien, comme nous 

savons, admettra \m système d'intégrales holomorphes dans le voisi- 
nage de z", œj', pi qui, pour x, — x",, ..., x^ = x^ se réduiront à 
s, ic„i4.[) ..-, œ,,, p,, ..., p^. En égalant ces intégrales à z", a;«+i, 
.. ., pj et résolvant les équations ainsi obtenues par rapport à z, a^+i, 
..,,>>„, on aura les équations de la multiplicité caractéristique sous 
la forme suivante, x,, ..., x^ désignant les variables indépendantes : 

( Xm+i^= fi {x,, ..., x„„ z", x', pt), 
zz=f {x^, ..., x^, î% xt,pt'h 
Vh — '^ki^v -, ^^> ï°. ^h, pi), 
(i=zi, % ...,n — ni), (/£=^1, 2, ...,n). 

Pour trouver l'intégrale qui, pour x, ^ a„ x^ ^ a,, ..., ai^ = «,„, 
se réduit à une fonction holoraorphe <ï» {x„+i, ..., ai„) dans le domaine 
du point a,„+i, ..., «„, nous prendrons comme variables x^+i, 
.-.., a^. Nous aurons alors les valeurs initiales suivantes : 

x\^:.a^, ..., x^,-:^a^j xj+i = u„,+i, ,.,, x^ ^ u„, 

z"-^ iu u'-] " — ^^ , » ~ ^ , 

et les valeurs de pf, ,.., jj," se déduiront des équations FJ ^=. 0, 
..., Fm^^O; nous supposons que pour ces valeurs le déterminant 

D(F,, .... F ) 

'-^r-, ~- est différent de zéro. 

D(p, ...,jî„,) 

L'intégrale cherchée sera représentée par les équations (25) où les 
variables indépendantes sont x^, ..., x„^, «m+i, ..., m,. Le détermi- 
nant fonctionnel 

D (»,„., ..„».) 
se réduit à l'unité pour 
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car 3~„+; se l'éduit à ti-i+i pour x, ^ a^, ..., x„, ^^ a^. On pourra 
donc résoudre les équations x„+i = f^ par rapport à «m+i, .-., %, et 
en portant ces valeurs dany l'expressioa de z, on en tirera pour z 
une fonction holombrphe de x,, ..., x„ dans le domaine du point «,, 
..., o„. La proposilion précédenfe donne, comme cas particulier, le 
théorème énoncé à la page 179 (§ 7i). 

.^ 

95. La méthode d'intégration pi'écédentc est une généralisation 

directe de la méthode de Gauehy. Elle conduit d'ailleurs aisément à 

la méthode de Jacobi sous sa forme générale (§ 65). 

Considérons, en effet, un système de n équations en invokition 

F, = 0, F^ — 0, .-., F„ = 0. 

Dans ce cas, les multiplicités caractéristiques sont à n dimensions et 
se confondent avec les intégrales elles-mêmes. Il suflira donc de 
trouver la dernière intécfrale du sysiéme complet 

[F„<I']=:0, ..., [F„, «I-l^O. 

On conclut de là que, si on a un système en invohiHon de 
H + -i équations distinctes F,, .,., F„4.,, les équations 

F, = a„ ..,, F„ = a„, F„+, =:; a^^, 

représentent une intégrale commune de ce système de ii + 1 équa- 
tions. Cette intégrale, si on y regarde ffloi+i! •■; ^s+i comme des 
constantes arbitraires, est une intégrale complète du système des 
m équations 

F, =:(7„ ..,, F„ — a,,.; 

par conséquent, l'intégration de ce système est ramenée à la détermi- 
nation de n — m ■)- 1 fonctions F„+i, ..., F„+i, formant avec les 
premières un système en involution de n 4- 1 fonctions distinctes. 
On voit de plus, d'api'ès ce qui précède, qu'il n'est pas nécessaire de 
pouvoir résoudre les (n + 1) équations F^ = a^ par rapport à z, p„ 
..., p^; nous n'avions fait qu'indiquer rapidement comment on 
pouvait se débarrasser directement de celte restriction. 
On peut même aller plus loin; si, en appliquant la méthode de 
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Jai;ol)i au système en invohition 

ou arrive à un système en invohition 

K, ^ a„ ..., F^ = a„„ F,„^_, = «„,+„ ..., F„,+, ^ «,+., 

dont on puisse déterminer les caractéristiques, c'est-à-dire tel qu'on 
puisse intégrer le système complet 

[F„^]^0, ..., [F„,+„'^]^0, 

le problème sera résolu, car une intégrale complète du dernier 
système contenant en outre les constantes «m+i, ..., Om + i donnera 
évidemment une intégrale complète du système proposé. L'intégration 
étant commencée par la méthode de Jacobi, on pourra, à chaque 
instant de l'opération, abandonner œtte méthode et appliquer celle 
des caractéristiques si elle est plus avantageuse. La remarque avait 
déjà été faite (§ 69), mais seulement pour les équations où z ne 
figure pas. 

La théorie générale dos mulUplicitss caractéristiques permet, 
comme on voit, de déduire d'un même point de vue les différentes 
méthodes d'intégration. 

97. Pour simplifier la théorie générale, noua avons laissé de côté 
certains détails sur lesquels il est' utile de revenir. En définitive, 
toute la théorie ri=pose ■^ui cette proposition fondamentale que toutes 
lei intégiales d un ■i^stème en involution de m équations qui ont 
un élément tommun en ont a)"' de communs. Examinons sous 
qii Iles conditions pn.ci'ips ce théorème est exact. Soient 

Fj = 0, ..., F„, = û 

un système en involution de m équations distinctes et 

[F,,*] — 0, ..., [F„„*] = 

le système complet correspondant. Je dis d'abord que les m équations 
de ce système sont iioéairement distinctes ; pour qu'il en fiit autrement, 
ii faudrait que tous les détermiiiaiils d'ordre m coulenus dans le 
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ri F, (?F, d¥, 

«ix„ dp, dp„ 



dxi dx„ dp, 



dp,, 



soient nuls identiquement. S'il en était ainsi, des 
T-'(dï —pi dx, — ... — p„ dx„) 



dF; 



dF 



- — da;„ 



'dp, 



dp. 



àp. 



(i: 



on pourrait déduire une relation linéaire entre les premiers membres 
>,, dF, + ... + X„, dF„ — [j. {dz — p, dx, — ... — p„ dx^ ^ 0, 
>.i, ..., X„,, \i. n'étant pas tous nuls. Or, une telle relation est 
impossible; ai \i. était nul, on en déduirait que les fonctions Fj, ..■,r„, 
ne sont pas distinctes, contrairement à l'hypothèse. Si i^ n'est pas 
nul, des relations ¥,=.a,, ..., F„, ^a^, où «,,..., a„ sont des 
constantes quelconques, on déduirait 

dz — p, dx, — ... — Pu dx„ =z 0, 

ce qui est évidemment absurde puisque cette dernière relation exige, 
nous l'avons vu (g 89), n +i relations distinctes au moins entre les 
variables z, Xi, p^. Nous laissons de côté le cas où m =; ii + "I, pour 
lequel la question ne se pi-ésente pas (}). 

Il pourrait se faire que tous ces déterminants, sans être identi- 
quement nuls, soient nuls en tenant compte des relations F, ^ 0, 
..., F,„ ;= 0. C'est ce qui arriverait, par exemple, pour une seule 
équation dont le premier membre serait un carré parfait. Cette 
circonstance pourrait se présenter si le système n'avait pas été mis 

('} SI nt = li + 1, tous les délci'ml liants d'oi'dra m du tableau doivent ftre nuls, et le 
système |F,, *] =0, ..., |l',n-i, *1 = doit se vMuire à n équalions. Autremanl ou 
aurait un systÈme complet de (« + !1 iSquatioiis â (2« + t| ïdilables omettant [n + 1) iiilô- 
glales distinctes. 
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SOUS la forme la plus simple, mais il n'en ser^ pas ainsi si le système 
a été mis sous la forme (19). Nous laisserons de côté ce cas exceptionnel. 
Cela posé, soit z", x^,pil un élément pour lequel tous les déter- 
minants précédents ne soient pas nuls; par exemple, supposons que 

B (F., .... F.) 

D ta, ■••,?.,) 

soit différent de zéro. On pourra résoudre les vi équations du système 



(27) 



\àXi 






■a™- 






" dx„ 



Oz 



'àp, 



"dp: 



les coefficients a, h, a étant holomorphes dans le voisinage des 
valeui-s 2*, x^,Pk. Ce système jacobien peut, à son tour, être remplacé 
par un système d'équations aux différentielles totales 



/ dx. 



1 dx^ + .... 4- Ki+\ dx„, 



dx^ = ai dXy + ... 4- a;|' dx„, 
dz = i>* dx^ + ... + b" dœ„i, 
dp, =^ cl dx^ -h ... -h <fï dx^, 



\ dp„ ^= c„' dx^ + ... -f- c™ dx,„; 

il existe un système d'intégrales de ces équations correspondant aux 
valeurs initiales î", xl, pS : 



X„ + l = <f,{^l, ■■■,^m)ï'')iC",p^), 



=u^, 



'>a!^K)7 



et, d'après les relations établies entre les systèmes jacobiens et les 
systèmes absolument intégrables d'équations aux différentielles 
totales (§ 35), les équations précédentes représentent précisément la 
multiplicité caractéristique issue de l'élément z", xî, pi. Cette 
multiplicité est bien à m dimensions, puisque x^, ..., a;,, sont des 
variables indépendantes. Les raîsonnemeiil;- faits plus haut devioiinenl 
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alors parfaitement rigïiureux et on peut affirmer que toute intégrale 
du système proposé qui contient l'élément z°, xf, pî, en contient 
une multiplicité d'ordre m, issue de celui-là. 

L'application de la méthode générale donne encore lieu aux 
remarques suivantes : 

I. — L'intégration du système en involutiou proposé 

F, = 0, ..., F^~0 

est ramenée à l'intégration du système d'équations aux différentielles 
totales (28); d'après la manière même dont on a obtenu ce nouveau 
système, il admet les intégrales premières 

dont on peut se servir pour diminuer de m unités le nombre des 
fonctions inconnues. Si on obtient l'intégrale générale de ce système 
complètement intégrable (28), on aura intégré par là même foutes les 
équations (26), où a„ ..., «^ sont des constantes quelconques. Mais 
si on veut intégrer seulement les équations proposées (20), on pourra 
profiter de cette circonstance en faisant ft, ^^ «j nz: ... = (i,„ =; 
dans la transformation précédente. Dans le cas où le système proposé 
est de la forme (19), les deus systèmes (20) et (26) sont équivalents; 
mais si le système en involution proposé est quelconque, son inté- 
gration constitue, en général, un problème plus simple que celle du 
système (26). 

n. — Étant donné un système en involution de m équations 
linéaires par rapport aitx variables pi., on voit facilement que les 
coefficients a et è dans les équations (27) et (28) ne dépendent que de 
E, X,, ..., a;„. De tout point (z", sej, ..., x°) il part donc une infinité 
de multiplicités caractéristiques, mais toutes ces multiplicités caracté- 
risliques ont en commun une multiplicité ponctuelle d'ordre m que 
l'on obtiendrait en intégrant le système complètement inté 

dx^,4.i := n„'i+, dx^ ■+■ ... H- 0^+1 ci 
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Soit P|, ceite mulliplicité ponetueile ; l'intégrale, lieu des multiplicités 
caractéristiques issues du point {z", x",, ..., ic°), se composera 
nécessairement de la multiplicité P^ et de l'ensemble de ses pians 
tangents. Ceci nous explique pourquoi, dans l'intégration des systèmes 
d'équations linéaires, on n'a pas besoin de tenir compte des termes 
en p„ ..., p„ dans les équations différentielles des caractéristiques. 

Tout système en involution de m équations linéaires admet, par 
conséquent, une intégrale complète représentée par n + i — m 
relations entre les variables z, a;^; si les équations de ce système 
dépendent en outre de m — 1 constantes arbitraires, l'élimination 
de ces paramètres conduira à une équation semi-linéaire (§ 91). 

III. — Si tous les déterminants obtenus en prenant m colonnes 
dans le tableau (T) sont nuls pour les coordonnées z°, xf , pt d'un 
élément, le théorème fondamental peut être en défaut pour cet 
élénaent. Considérons, par exemple, ie système en involution de 
deux équations 

F, {p,q, z~px~qy) = G, F^ (p, q,z — px-' q>j)=^^ 

dont la première exprime que !e plan 

est langent à une certaine surface non développable Sj, tandis que la 
seconde exprime que le même plan est tangent à une autre surface 
non développable 2j. Soient P un plan tangent commun à ces deux 
surfaces, M et M' les points de contact et m un point du plan P. 
Supposons d'abord que le point m ne soit pas situé sur la droite MM' ; 
de l'élément formé par le point m et le plan P part une caractéris- 
tique de la première équation, à savoir la droite Mm; d'un point 
quelconque m' de cette droite Mm part une caractéristique de la 
seconde équation, la droite M'm'. L'ensemble des droites M'm' 
forme une multiplicité caractéristique à deux dimensions, le plan P 
lui-même. Si, au contraire, le point m est sur la droite MM', les 
droites mM, m'M' se réduisent toutes à la droite MM'; la multiplicité 
caractéristique se réduit à une multiplicité à une .dimension. Pour 
on point m pris sur la droite MM', les cônes (T) et (T') relatifs aux 
deux équations seront tangents suivant la droite MM' et on vérifie 
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immédiatement que tous les déterminants d'oidru 2 du tableau 
rectangulaire sont nuls. 

La théorie générale ne s'applique donc pas ans intégrales pour 
lesquelles tous les déterminants d'ordre m du tableau (T) sont nuls. 
Nous les appellerons intégrales singulières, nous réservant de 
montrer dans le chapitre suivant que les intégrales appelées plus 
haut singulières (§ 91) satisfont bien à ces conditions. 11 est à 
remarquer que toute intégrale singulière d'une équation du système 
est une intégrale singulière pour le système; mais la réciproque n'est 
pas vraie. Ainsi, dans l'exemple de tout à l'heure, la développable 
circonscrite aux deux surfaces 2, et 2j est une intégrale singulière 
pour le système des deux équations, sans être une intégrale singulière 
d'aucune d'elles. 

La recherche des intégrales singulières se ramenant à une question 
générale déjà traitée, la recherche des intégrales communes à 
plusieurs équations, nous ne nous y arrêterons pas davantage, 
Remarquons seulement qu'en se bornant, pour fixer les idées, au 
cas d'une seule équation, les raisonnements employés dans le cas de 
trois variables prouvent que, si la fonction F n'a pas été prise d'une 
façon particulière, l'équation F := n'admet pas d'une manière 
normale d'intégrale singulière. 

Pour traiter ce sujet plus complètement, il faudrait étudier les 
relations de contact des intégrales singulières avec les autres inté- 
grales; ce point exige des discussions très délicates que Ton trouvera 
dans le beau Mémoire de M, Darhoux, pour le cas d'une seule 
équation. 

98. M. Sophus Lie a présenté la théorie générale sous une forme 
un peu différente, au moyen d'une notation nouvelle que nous allons 
faire connaître. Si dans les deux équations 
F{z,x^, ...,x„, p^, ...,j)„)=0, dz — p, dx^ — ... — p„dx^^=0, 

ou remplace z par a;„j.,, p, par — ■■ ■ - ? ■■■> «_ par ~ -' la 

-t- ' /-t ±- p^^^ f-1 r p^^^ 

relation F := se change en une relation homogène et de degré zéro 
par rapport à p,, ..., p„+i et la seconde équation devient 

/ï, dj:^ H- p, d.c-, -+ ... 4* Ii„a.\ dx„^i ^^ 0. 
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Chaiig^eonsn en li — 1 et regardons a;,, ,.., a;, comme les coordonnées 
d'un point dans l'espace à n dimensions, et j>,, ..., p^ comme les 
coordonnées homogènes d'un plan passant par ce point 
Pi (X, — Xi) + ... + p„ (X, — x^) = 0, 
le problème de l'intégration pourra être po.sé ainsi ; Étant données 
q relations Fj =^ 0, ..., F^ = 0, homogènes par rapport aux pi, 
trouver une suite (n -— 1) fois infinie d'éléments vérifiant ces 
q équations ainsi qtie la relation 

Pi dxj -F ... + p„ dx„ =1^ 0. 
La nouvelle notation a l'avantage d'être plus symétrique et elle permet 
en outre de tenir compte de certaines intégrales exceptionnelles qui 
disparaissent avec la définition ordinaire, comme un cylindre ayant 
ses génératrices pai'allèles à l'axe des s. 

Étant donnée une relation homogène par rapport aux p;, les 
équations différentielles des caractéristiques prennent la forme symé- 

5F = ^' (■.4 = 1. 2. ■••>»), 

âjii d Xf, 
et la détermination de ces caractéristiques revient à l'intégration des 
équations simultanées 

(F, V) = 0, y p, ^ = 0, 
t^i "Pi 

qui forment un système complet, comme il est aisé de s'en assurer, 
car la dernière équation peut s'écrire [z,Y] := 0. 

La recherche des intégrales communes à plusieurs équations 
revient à l'intégration d'un système en involution de la forme 
i Pi^= ifi (a;,, ..., x„ Xy.+,, ..., x„, p, + i, ..-,p„), (i = l,2, ...,s), 
i x,= U^,,-,^,y^^i^+u-,=^.\ {h-=s^i,...,i,.); 

la démonstration est la même que celle qui a été donnée plus haut. 
On peut simplifier ce système au moyen de la transformation suivante. 
Si on pose 

x. = x,(x\,...,x:.), p. = yp:^' (4 = 1,2, ...,„), 
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la relation 

p^ dx^ + ... -f- p„ dx.„ =^ 
devient 

pI àx'^ + ... -h p'„ dxl = 0, 

et toute parenthèse (F, <l>)^^ se change identiquement en (F', 'I'')^'^ , 
F' et *P' désignant ce que deviennent F et <I> par la suhsiitution 
précédente. La vérification directe de ce théorème n'offre aucune 
difficulté; il apparaîtra plus loin comme corollaire de la théorie 
générale des transformations de contact. 

Appliquons à notre système en involution la transformation 



- ajfi — 6(i, ai|î,+i =^ iC|i.+.|, 
x^ , dxl 



nous sommes conduits à un nouveau système en invoUition de la 
forme 

pi _ H; — 0, xU< — 0, ..., xk = 0, (i^i, 2, ..., s). 

Les parenthèses 

{p- - H„ xi), (i ^ 1, 2, ..., s; fc ^ s + 1, ..., ^), 

étant nulles, on en conclut que le nouveau système ne contient 
pas pî+i, ...,py.. On arrive donc à un système en involution de la 
forme 

Pi = fi, -, P.=^U 

99. Puisque tout système se ramène à un système en involution 
de cette forme, il suffit de considérer un système 



où f^, ..., f^ sont (les fonctions homogènes et du premier degré 
àepç+i, ..., telles que toutes les parenthèses 

(p, - fi, p. - « 

soient identiquement nulles. Le théorème fondamenlal de Lie se 
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déduit alors très aisément de la méthode de Mayor pour l'intégration 
des systèmes jacobiens. En effet, les multiplicités caractéristiques du 
système en involution précédent sont déterminées par l'intégratiou 
du système jacobien 

(p, - A. «•) = o> -. (p, - r„ «f) = 0. 

Si on pose 

a;, ^^ a, + t, iCg = «5 4- f^s, ..., x,j ^= a^ -h ty^, 
ce système peut être remplacé {§ 30) par une équation unique 

où 

s = f, + v,f, + - + v,f„ 

et riatégration de cette équation linéaire revient à celle de l'équation 
à )i — g + 1 variables 

3T - « ('• •■'■' ■■■■ "•• "■"" ■■■' "•■ TJTJ ■■■' ^-J = "■ 

Le théorème fondamental de Lie se déduit donc du théorème spécial 
de Mayer pour les équations linéaires et homogènes. Inversement, 
si on applique le théorème de Lie aux équations linéaires, on est 
conduit aux mêmes résultats que par la méthode direcfe de Mayer (i). 

parlieUca ùijfereaHalvkidmiigen crslcr 
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CHAPITRE XI 

Transformations de contact ('). 



100, Parmi les transformations des figures planes ou des figures 
dans l'espace, on a d'abord étudié celles qui font correspondre un 
point à un point et qui, par suite, sont définies par des formules de 
la forme 

X = f{x, y, z), Y = ç (x, y, z), Z =r ù (x, y, z), 

X, y, z étant les coordonnées d'un point de la première figure et 
X, Y, Z les coordonnées du point correspondant de la nouvelle figure. 
Nous dé igneions une telle tiansforniation sous le nom de fiansfm 
nalion poittuellp II est aisé le voit que ces tnnsf imations ne 
changent pas les letations de cmiact Fn dauties fei nés si deux 
Lonbe^ ou deux =ijiùceï: sont tangente il en seid de même des 
couibes ou des surfaces tiansfoimées et même la tiansfoination 
conseï ve \ 01 die du contact 

On connut depuis Ionf,temp& dauties modes de tiansfornat ons 
que les pri^edents qui jouissent de la même prupiiele Telle e^t la 
transf rmalion pai pola re'! lecipr ques A tout point M de 1 une des 
figuies ne coriespond pas un point deteiminé de 1 lutie figuie mais 
1 len tous les points du plan polaire P du point M pai rappoit a la 
SI iface d lect 1 e d 1 econ 1 degie 2 Mais «1 1 on consideie avec le 



• Au u a cons 1 or La Begrûaims e ter I mna le Tl eone lie 8e ah «g Tra s 
/towfl oaen HlBlkeiiialzsche A aim t Mil p S15 303) Tieone der T axip) T«iit ans 
grappe» (Zwetler Abickmll) — Mayw Directe Besreaimg der tteorie der BerSkr e 
TraHifoimaitontii (Halhemattteie AuMIeii t MIT p 301-31! — Darl»iji[ Solulums s n « 
I ol p eti'partfos) Su le pmb m e de I fe^ Bal el des Se e« e nsibé n gués 
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point M, un phn c passant par ce point, il correspond au plan -n un 
point m du plan P et toute sui-face tangente en M au plan Tt aura sa 
transformée par polaires réciproques qui sera tangente en m au 
plan P. Deux surfaces tangentes se changent donc en deux surfaces 
tangentes. De même, si sur la normale en M à une surface quelcon- 
que S on porte une longueur constante MM' ^ l, le point M' décrit 
une surface S' parallèle à la première. La position du point M' ne 
dépend pas seulement de la position du -point M; elle dépend aussi 
de la direction du plan tangent en M à la surface S. Mais, si on 
considère deux surfaces S, S, tangentes en M, les surfaces parallèles 
seront tangentes en M' puisque, comme on sait, les plana tangents à 
deux surfaces parallèles en deux points correspondants sont parallèles. 
Il serait facile de multiplier les exemples. Parmi les transformations 
les plus simples jouissant de la propriété précfidente, on peut ciler 
encore la transformation dans laquelle on fait correspondre à un 
point d'une surface le pied de la perpendiculaire abaissée d'un point 
fixe sur le plan tangent en ce point, 

101. Proposons-nous, d'une manière générale, de trouver toutes 
les transformations qui changent deux surfaces tangentes en deux 
surfaces tangentes, ou qui conservent les relations de contact. Soient 
X, y, z les coordonnées d'un point d'une surface, p, q les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette surface, X, Y, Z les coordonnées 
du point correspondant de la surface transformée, P, Q les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette nouvelle surface. Il est clair que 
X, Y, Z, P, Q ne doivent dépendre que de x, y, z, p, q; les formules 
de transformation auront donc la forme suivanfe : 

Une pareille transformation fait correspondre un élément à un 
élément, mais elle ne conserve pas nécessairement le contact. Si le 
point {x, y, z) décrit une surface S, p et g étant les coefficients 
angulaires du plan tang'ent à cette surface, le point X, Y, Z décrira 
une autre surface S' et il faudia que P et Q soient les coefficientE 
angulaires du plan tangent à cette nouvelle surface, ce qui n'aura 
éviderameat pas lieu si les foQctions f cl ^ sont quelconques. Pour 
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qu'il en soit ainsi, il faudra que l'on ait 

dZ— .PdX — Q rfY^^O, 

toutes lus fois que l'on a 

dz —p dx — q dy =^0, 

et, comme la prejnière expression est une fonction linéaire de dx, 
dy, dz, dp, dq, ceci ne pourra avoir lieu que si on a identiquement 



dZ. 



-I>dX. — QdY — ^{dz — pdx — qdy), 



p étant une fonction quelconque de x, y, z, p, g, ne contenant pas les 
différentielles. 

Plus généralement, étant données (2n +. 1) variables z,x^, ...,x„. 
Pu ■■■; Pa fit un système de {2n -h 4) fonctions Z, X„ ..., X„, 
P,, ..., P„ de ces variables, on dira que la transformation 

z' =^Z, xl = Xi, pi = Pt, (i, k=i,<2, ..., n), 

est une transformation de contact, si les fonctions Z, X;, Pj, satisfont 
identiquement à une relation de la forme 

dZ — Pi dX, — ... — P„dX„ = p {dz — p, dx^ — ... —p„dx„), 

p étant nne fonction quelconque de z, Xi, ..., a;„, p^, ..., p„. Une 
transformation de cette nature change une jnulfipiicité M en une 
autre mulliplicité M mais il faut remarquer que h multiplicité trans- 
formée ne ra p é ça t d mê t que la multiplicité 
donnée. A tlltftp f-e correspondre à 
f tdseil tgt l'ensemble d'une 
t t P pl 1 transformation par 
ppl q ée à f dé I ppable donne une 
pi d P t Remarquons dès 
l m It pi té M formées de deux 
p] t f, t p q deux multiplicités 
I t t t 1 tlii q 



l'ensembl d 
courbe et d pi 

polaires recp q 
courbe et ppl q é 
maintëna t q 
courbes et 1 1 
aient un élé t 
un point m S 

des surface d 
en deux c b q 
Il est cl q 1 t 



les courbes aient 
de contact change 
surfaces tangentes 

transformation de 
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contact est une transformation de contact et que la suite (Je deux 
transformations de contact est encore une transformation de contact ; 
CCS transformations forment donc un groupe. 

102. Nous sommes doue conduits, pour diitermincr'toutes ces 
transformations, à résoudre l'équation aux différentielles totales 

(2) dZ■-P^dK.,'- ... — P,dX„ = p{dz—p^dx, —p„dx,), 

où Z, Xj, Pj,, p sont des fonctions à déterminer des 2n + 1 varia- 
bles s, Xi, Pi,. Cette équation nous montre qu'il doit exister au moins 
une relation entre les variables Z, X;, z, X;, contenant Z et z. Suppo- 
sons, pour prendre le cas général, qu'il existe h relations distinctes 
entre ces variables et h seulement 



j *.(Z,X„.,.«,) = 0, 

( 1, (Z, X„ z, «,) = 0, 



,'.); 



l'équation (2) devra être une conséquence des équations 

dà^ = 0, ..,, dJ'i = 0, 

c'est-à-dire qu'on devra pouvoir trouver h coefficients À,, ..., \ tels 
que l'on ait identiquement 



ilZ - p, 


dX, — ... 


- P. 


dX.-j 


,{û-.- 


Vi 


dx^ 


-... - 


-P.. 


d^„) 










— \ 


d-]i. 


-h . 


.. -4- X;, 


à'kh' 




Ceci entraîne les égalités suivantes 














/ 


1 ='/. 


' dZ 


4- ... H- 














" 


fî', = ). 


'tîX, 


.f- ... .f- 
H- ... + 
+ ... + 






(i- 


^1,2, 




\ 


Les égalil. 


fe(3)el(4) 


:^ont 


au uomlji 


■ode 2 11 


-h 


2 + 


?( et, ei 


n géi 


lùral. 
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(lélermineront les {2n + 2 -h h) fonctions Z, X;, P^, X,, p en fonction 
de z, X,, Pi,. 

De ces équations on pent tirer immédiatement le système 






. +X 



à^A 



-P. 






àé,] 



-1»- 



= 0, 



, =0, 



= 0, 



(i = l,2, . 



,»)■ 



de n -h /i -H "1 équations qui ne contiennent que Z, X,, ..., X„, 
X,, ..., Xi. On tirera de là les valeurs de Z, X„ ..., S„, X,, ..., Xj. et, 
en portant ces valeurs dans les autres équations, on aura !es valeurs 
deP„ ..., P, et p. 

ïl n'y aurait exception que si les équations (5) étaient indéterminées 
ou incompatibles. On voit immédiatement que ces équations ne 
peuvent être indéterminées, mais il pourrait arriver qu'elles fussent 
incompatibles; cela arriverait si on pouvait éliminer Z, Xj, X^ entre 
ces équations et on obtiendrait une relation de la forme 

Ce cas e-weptionnel écarté, on voit que les équations (3) définissent 
complètement une transformation de contact. Comme le nombre h 
peut prendre les valeurs 1, 2, ,.., n + 1, on voit qu'on aura 
(il + 1) catégories de transformations à considérer. Dans ie cas 
limite où ft :::= Il + 1, les relations (3) déterminent complètement 
Z, X,, ..., X„, et on a une transformation ponctuelle. Un autre cas 
limite très important est celui où îi — 1. On a alors une seule relation 
entre les variables Z, X;, z, Xf, 

tl, (Z, X„ z, X,) -= 0, 
et l'équation (2) devra être équivalente à l'équation 

di, ~ 0. 
Ceci donne les conditions 



-1 



-i'f 



"dY. J"X, 
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quii 


s'écrivent 




[^t*^->> 




b^'-t-. 




h??-'^.-?^=». 



NS AUX DEniïEES PABTiELLES. 



(i = l, 2, .,.,»); 



on tirera Z, X; des équations 



= 0, 



à moins qu'on ne puisse éliminer Z, X,- entre ces équations et obtenir 
une relation de la forme 

? (:, X;, p,) ^ 0. 

Mais alors les équations prc(i^dentes montrent que la relation 4'i = 0, 
où on considère Z et Xj comme des constantes, donnerait une inté- 
grale de l'équation o ^ 0. Donc, pour que la fonction t)'i fournisse 
une transformation de contact, il faut et il suffit que la relation 4*1 ^^ 0, 
où on considère Z et Xj comme des constantes arbitraires, ne définisse 
pas une intégrale à n + 1 constantes d'nne équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. C'est ce qui aura lieu, en général, 
puisque cette fonction (Jj^ contient (n + 1) constantes. 



Exemple. — 


Prenons les relations 












XfH- 


, = it,,^, 


, ,.., 


x.= 


"^..î 








■/.-, 


: H- X, X, 


+ ... H- 


X^x^ 


= 0; 






on devra avoir 
















dZ — I\ dXj . 


- ... - 


~ P. liX. 


--f[dz 


-Pi 


lia!, _ 


...-)). 


<ixj 


= X [liZ - d. 


+ X, 


dx, + x 


i iix, - 


... + 


X^ dx.^ 


+ x^d 


Xf] 


+ 1f+ 


.[■iXp 


.„ - fc, 


f^J + .. 


,. + x 


. px. - 


-dx,\. 





on voit de suite que l'on a 
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cl, par iiiiKe, 

"L^ Z — p,^, — ... — PjAiK[i, 

Nous retrouvons une ti-ansformation que nous avons déjà employée 
plusieurs fois et qui comprend, comme cas particuliers, la ti'ansfor- 
mation de Legendre et la transformation d'Ampère que l'on verra 
plus loin. 

103. Considérons, en particulier, le cas de trois variaJjles x, y, z. 
Dans ce cas, il y aura trois classes de transformations de contact, 
suivant qu'on établit 1, 2 ou 3 relations entre œ, y, z, X, Y, Z. Le 
cas de trois relations conduit aux transformations ponctuelles. 

Supposons qu'on parte d'une seule relation entre x, y, z, X, Y, Z, 

<!/ {X, Y, Z, X, y, z) — 0. 

Il faudra adjoindre à cette «iquation, pour di^terminer X, Y, Z, P, 
Q et p, les (iquations suivantes ; 



<?Y 



^0, 



dx ^ dz ' dij 



^'À^'' 



-^ = 0. 



La transformation est complètement défmie si on se donne la relation 
r|/ ;= 0, appelée par Pliickei' équation directrice; X, Y, Z seront 
données par les formules 

'- ' ■ ôx ^ dz dy ^ dz 

La transformation ainsi obtenue peut être interprétée géométrique- 
ment comme il suit. Si on considère, dans l'équation i|/ ^= 0, X, Y, Z 
comme des constantes, cette équation, où a;, y, z sont les coordonnées 
courantes, représente une certaine surface 2- De même, si dans 
i() ^=: on considère a;, y, z comme des constantes, cette équation 
représente une surface 2'. A tout point X, Y, Z, l'équation it =0 
fait donc correspondre une surface 2 et à tout point x, y, z une 
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surface 2'- Cela posé, imaginons que le point (x, y, z) décrive une 
surface S ; la surface correspondante S' décrite par le point X, Y, Z 
sera donnée par les formules (A) qui expriment que S' est l'enveloppe 
des surfaces 2' relatives aus divers points de S. Il est aisé de voir 
que l'équation (A.) exprime aussi que S' est le lieu des points X, Y, Z 
tels que la surface S correspondante soit tangente à S. Ces propriétés 
sont évidentes pour la transformation par polaires réciproques. 

Exemple I, — Soit 

^^Xx + Yy-Z-ï-^0; 
on a 

X— ji — 0, Y — 5 = 0, x — P^O, y — Q = 0, 



et, par suite, 



= px + qy — z 



c'est la transformation de Legondre. 

Plus généralement, supposons que la fonctiou 6 soit hilineaire, 
de façon que les surfaces 2 et Z' soient des plans, 

t}! = X (ax + by -h ez -i- d) + Y (a'x + b'y + c'z + d') 

■+■ Z {a'x + b'y -f- c'z + d') — (a.x + p?/ + vs -i- S) — 0. 

Effectuons d'abord la transformation homographique 

/ ax -\-by -\- cz -h d 



ax + 


^y + ■ 


-!Z + \ 


S' 


a'x 4- 


b'y + 


■c'z + 


d' 


a.x + 


■fiy + 


■!z + 


3 


a'x + 


fc'y + 


c'z + 


d' 



i]j prendra alors la forme 

'Xic, + Yy, -t-Zs, ~1 — 0. 

Lorsque le point {x, y, z) décrit une surface S, le point (ic„ y, , 
décrit une surface S, homographique à la première. D'aillei 
l'équation 

Xx, + Yy, + Z^i — 1^0 



yGoosle 



CHAP. XI. — TRANSFOIiMATIOMS DE COMTACT. I&i 

ropréi^ente (e plan polaire dn point (x^, y^, z,) par rapport à iii spliirc 

X' + Y' + Z' — -1 = 0. 

L'enveloppe de 2' est donc la transformée par polaires réciproques 
de Sj par rapport à cette sphère. On conclut de là que, quand 4 est 
bJlinéaire, la transformation est équivalente à une transformation 
homographique suivie d'une transformation par polaires réciproques. 



EXBMPI. 


,E II. - Soit 










'> 


= (X-a:)' 


+ (ï - a)' 


+ (z- 


- zf — R- " 0. 


Il faut lui 


adjoindre les relations 








X- 
X- 


- I + p (Z - 

- X + P (Z - 


- 2) = 0, 




+ î (Z - 
+ Q(Z- 


- ») = 0, 


ce qui donne 










1 


1 




P = y, 

z = .±p 


Q = 

R 


î. 






Y = 




,^Rî 


1 


■^ + |/i . 


4- p' + q^ 


-i- p' — q^' 



c'est la transformation par laquelle on passe d'une surface â une 
surface parallèle, ou dilatation. Les surfaces S et 2' sontdes sphères 
de rayon R ayant respectivement pour centres le point (X, Y, Z) et 
le point (a:;, y, z). 

Exemple III. — En prenant 

J^ = X= + Y^ + Z' — Xx~ Yy — Zj ~ 0, 

on retrouve la transformation par laquelle on passe d'une surface à 
sa polaire relativement à l'origine. La surface S est un plan et la 
surface %' une sphère. 

104. Supposons maintenant qu'il existe deux relations entre X, Y, 
Z, X, y, z, 
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Il faudra leur adjoindre les «quations 



^' ^ dx ^ dx '^^ ^ àij ^ dy 

Il est aisé de tirer des trois dernières Équations une relation ne 
contenant plus p, X, et \\ en éliminant p on a, eo effet, 

comme \ et \ ne peuvent être nuls à la fois, d'après la première 
des relations écrites plus haut, on en conclut la nouvelle équation 



qui, jointe aux équations 

-î-, ^0, i>, — 0, 

permettra de déterminer X, Y, Z. 

On peut encore donner de ces équations une interprétation géomé- 
trique. Considérons, dans les équations ^, = 0, if^'^- 0, X, Y, Z 
!S consf antes et x, y, z comme des coordonnées courantes. Ces 
s définiront une certaine courbe C, lieu du point (x, y, z). En 
d'autres termes, ces équations font correspondre à tout point (X, Y, Z) 
une courbe C, et de même, à tout point (ce, y, z) correspond une 
courbe C représentée par les mêmes équations où on regarde X, Y, Z 
comme les coordonnées courantes. Lorsque Se point (a;, y, z) déci'if 
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une surface S, les courbes G' relatives aux divers points de S forment 
une congruence. L'équation A ;= détermine la surface focale de 
cette congruence, surface qui est la transformée S' de la surface S. 
On montrerait aussi que S' est le lieu des points X, Y, Z tels que 
les courbes G correspondantes soient tangentes à la surface S. 

Pour avoir les transformations les plus simples de cette espèce, il 
est naturel de supposer que les courbes C et C sont des droites. 

Exemple I. — Soit 

-tfj — Y — .y rr: 0, il-j " Z — ï + Xa; rz: 0, 

et, par suite, 

X = p, Y:^y, Z = z^px. 

En écrivant que 

dz — X dp ~p dx — P dp ~ Q dy = dz — p dx ~ q dy, 

on trouve 

P = — X, Q — q. 

On a ainsi la transformation connue sous le nom de transformation 
d'Ampère. 

Exemple II. — M. Lie a donné un autre exemple remarquable 
où les courbes G et G' sont des droites, en partant des deux rela- 
tions 

^(^X + lY + j + xZ— 0, 
^, ^ a; (X — iY) + ?/ — Z := 0. 

A tout point (X, Y, Z) correspond une droite appartenant à un complexe 
linéaire et à tout point {a;, y, z) une droite qui rencontre le cercle 
imaginaire de l'infini. 
Galculons i; on irouvc 

i = Z + p — g (X — iY) — 0; 
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oti tire de là aisément les formules suivantes : 






\ 



Q = - 



.i + qx 



Cette transformation change les lignes droites en sphères ou, 
d'une façon plus précise, fait correspondre au système doublement 
infini d'élémenls formés d'un point d'une di-oite et d'un plan passant 
par cette droite le système doublement infini d'éléments formés 
par un point d'une sphère et le plan tangent en ce point. Soient, en 
elTet, 

{ ax +hy + cz +d =^0, 

( a'x + b'y -h c'z i d' ~0 

les équations d'une droite. La transformée est le lieu des points 
X, Y, Z tels que la courbe G correspondante rencontre cette droite, 
c'est donc la surface qui a pour équation 



JY 1 







c'est-à-dire une sphère, comme il est aisé de le voir en développant 
le déterminant. A deux droites qui se coupent, cette transformation 
fait correspondre deux sphères tangentes. Aux tangentes asympto- 
tiques d'une surface quelconque S correspondent les sphères oscula- 
tnces (^) de la transformée S' et aux lignes asymptotiques de S les 
lignes de courbure de la transformée S' (^). 



ic (Ualhe, 



K surfaces [ansenles en un ]>Dint SI sont dites oscuklmes lorsque les deux f«i)sonles 
courbe d'iiiterseclion sont coulonduos. Les sphi^rcs oseulati'ices k une surluce en un 
ont les deux spbËres tangentes en M gui ont fiour centres les centros de courbure 



orlanle transformation, v 
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1^, = X' + Y' + Z^ — {x' + if + z') — 0, 
<h^ — Xx + Yy + Zî^O; 

les courbes C et C sont alors des cercles. On a 

i = Z{py-qx)-}-X{y + qz) — Y{x -i- pz) — 0. 

Cette équation i ;=:; représente un plan qui passe par la droite OM 
et par la normale MN à la surface en M. On conclut de là la cons- 
truction suivante du point m correspondant au point M : dans le 
plan passant par M et la normale MN à la surface, on mène la 
perpendiculaire Om à OM sur laquelle on prend une longueur 
Om = OM. C'est la transformation dite apsîdale, qui permet de 
passer de l'ellipsoïde à la surface des ondes. Les fonctions '^^ et 'i^ 
étant symétriques en x, y, z et X, Y, Z, on en conclut que ia trans- 
formation est réciproque. 

105. Les paragraphes précédents contiennent la détermination, 
sous forme finie, de toutes les transformations de contact. Mais on 
peut se proposer sur ces transformations bien d'autres problèmes. 
Par exemple, étant donnée une fonction Z des 2m -f- 1 variables z, 
X-, Pt.'On peut se demander s'il existe d'autres fonctions X^, P^ telles 
que les formules 

z' = Z, Xl — X;, pi = Pj 

définissent une transformation de contact. La solution de cette 
question et de bien d'autres analogues se déduit sans difficulté des 
théorèmes suivants qui sont fondamentaux dans cette théorie. 

TnÉonÈME {'). — Soient Z, X;, P^ 2n -h i fonctions des 2n -H 1 
variables z, Xi, p^, dont les différentielles vérifient identiquement 



<>) SI on sapposB connue la théo 
preiuiei' ordre, la prapositian peut i 
dËduil que les relallons 
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la relation 

(6) dZ — P,dX, — ... — P,dX„ = p (dï — Pi dx, — ... — p„ dx^), 

où p est une fonction des vanàbles z, X;, pt, qui n'est pas nulle : 
ces 2>i + 1 fonctions sont indépendantes et satisfont auxj-elations 

[X,., X,] — 0, [Z, Xi] = 0, [X;, P,,] = 0, 

[X;, pj — — fj, [Z, PJ — — pPi, [P„ l\] = 0. 



is |Z, XjI = 0, (X;, XjI = doivent Ure des conséquences des précédentes, ce qui ne peut 
ir lieu que si ces crocliols sont identiquement nuls, puisqu'ils ne contiennent pas R, n,, 
o„. D'un 3<i\rt tfllé, la lelalion (61 peut s'écrire 

:-Xï,ra,- — Xj^Pjj + xi|rfPi, + ...+Xï^(iPi,^-Po5j,i«T^^i- •..— Po„riXa„ 

= 5 ((h — II, i!a; — ... — p„ rfïj. 



|P,-, Pj] = I), [P(, St] = 0, (ï î t), iP;, Z] = Pi (P,-, X, 
i.'équalion (G) peul encore s'écrire 



d(z— ■ — W V Pi II (\i + -z\ = !,(dz-p, d^,- 



oii s = 1 + PJ + ,,. + PJ. On !i par conséquent 

L VI i/sJ 

ce tiui lionne 

|P„S,] = tP„'x,] = ... = |P„,X„i. 

Enlin, pant avoir la valeui' du croehel [X,-, Pv| écrivons la retalion (6) sous k forme 

rfZ-P,dX,-...-l\rfX„-fp„+idi-,, + i = p(rfî-,.. rfj:,-...-î,„+,rf,t„ + ,), 

rPjf+l- Coranio Z, Xj, Pt, p no con- 
ide 



Pi=îi(Z,X ,S„, P, P„); 

ta devrdt avoir [P,, X,] — ? cl des rolatioiis précédentes on déduit au conliairc [P,. X,] = 0. 
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M. Lie a déduit ce ttiéorème de la tliéorie du problème de Pfoff. 
MM. Mayer et Darboiix ont donné ensuile des démonstrations directes. 
La démonstration suivante est celle de M. Darboux. 

L'équation (6) peut être remplacée par les 2n + -I équations 
suivantes : 

(9) Sr|^'g=»> ('=^.v...>.). 

Employons toujours la notation 

d _ d à 

on pourra alors remplacer les relations (8) par les relations 

(10) il^yp.^^o, 

obtenues en éliminant p entre les équations (7) et (8). Soit u une 
fonction quelconque de s, x^, ps.; en supposant que les différentielles 
dXi, dz soient liées par la relation 

dz :=pj dX, + ... + p„ rfiE„, 

on aura 

/du du\ , du ., du ^ 

^« - xr + P« :ï7 '^^i + - -^ ^ ^P^ -^ - + j;r '^p- 



Opi 



c'est-à-dire 
du= -- — dx^ - 



dx„ 



Appliquons cette formule aux fonctions X; et P;. Nous aurons 

i^ dK,, dX,, dX,, âX, 

I dX, = - — dx. + ... 4- - — dx,-h - — dp, + ... + -r — ( 
\ da;, ' dx^ dpi ap^ 

'--',„ dP. dP, ^ dP, _, dP, 

\ rfP, = ---îdiC, + ... + -z — flsc„ + -, — dp, + ... + - — ( 
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Gela posé, imaginons un second sysïéme de différentielles que nous 
(iésignerons par la lettre S et que nous emploierons en même temps 
que le premier; on aura d'abord 

£Z- P, SX, — ... ~^P,bX, = ç,{iz—p,^x^— ... —p„lx„), 

et, en diiïérentiant cette relation dans le premier système d'accrois- 
sements, il vient 

dlZ - ^P, SX,— ... — dP„3X„ — P, dSX, — ... — P„d3X„ 

— dçi (S: — Pi Sx, — ... — j3„ £a;„) 
+ fj di: — dp^çxj — ... — rfp^Sa:, — p^ dtx, — ... — p„dlx,\. 
Supposons toujours que l'on ait 

dz = p^ dx^ + ... + jj, dx„, 
Bs — p, Sa'i + ... + p^ ox„, 

permutons les différentielles d et S dans la relation précédente oi 
retranchons les deux relations ainsi obtenues; il viendra, en rcinar- 
quant que les opérations dS et 5d sont équivalentes, 

dX, ÎP, — dP. SX, + ... + dX„ 3P„ — rfP, 5X„ 

=^ p [dx, dp, — dp, ôx^ + ... + dx„ hp„ — dp,, £x„]. 

Écrivons que celte dernière relation a lieu, quels que soient les 
accroissements Sa:;i, Sp^, après y avoir remplacé SPj, SXj par leurs 
valeurs tirées des équations {-II) où on aurait remplacé d par 3; il 
viendra 

<?P, „, ^X, ,^ (?P„ „, dX, 



f ~rdp:= — '-dX,~—-^dP, + ... +-r^dX„ —dP^. 

\ dx^ dXi dx; dXi 

Les deux systèmes d'équations (11) et (12) doivent être équivalents; 
si on remplace dans le système (12) dX^, dPj par leurs valeurs tirées 
de (11), on doit aboutir à des identités. On en conclut, d'après un 
théorème bien connu sur les substitutions linéaires, que si A désigne 
le déterminant des coefficients de rfx;, dp^ dans les équations (11) 
et i' celui des coefficient- dt? dXj et dV^ dans les équations (12) 
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ir npjiorl à dx^ et dp^, on au 



dX, 


iJX, 


dX, 


dX, 


dx, 


'd». 


<Jp,' 


'5)1, 


dP„ 


dP„ 


dP„ 


i)P. 


dœ, 


'dx„ 


dp,' 


' ip. 


dP, 


r)P„ 


dX, 


clX 


dp,\ 


'àp,' 


dp,- 


dp 


dP, 


dP. 


dX, 


dX 


dx,' 


'da;.' 


dxj 


' dx 



on voit facilement que le second dùtei'mînaiit se ramène au premier 
par une permutation .convenable de lignes et de colonnes. Par 
conséquent, 



Considérons maintenant le déterminant fonctionnel de Z, X;, Pj 

_ D (Z.X,,..., X„,P,,...,P„) 
~~ D {z, x^, ..., x,„Pj, ..,, p„) 



m 


dZ 


dZ 


dZ 


dZ 


d«' 


dx,' 


■' dx. 


dp,' 


' dp. 


dX, 


dX, 


dX, 


dX, 


dX, 


dj 


di,' ■ 


' dx. 


dft' 


'djT. 


dP„ 


dP. 


dP„ 


<>P. 


t^P.. 


d2 


dx,' 


■ ' d^ 


dp,' 


' Sp". 



Ajoutons aux éléments do la deuxième coiontie ceux de la première 
multipliés par jj,, elc..., aux éléments de la (ii -k 1)" ccus de la 
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première multipliés par p„; on trouve 

Z dZ dZ <?Z dl, 

:, rfXi dX, dX, ^X^ 

z dx, dx^ àp^ dp,, 



dz dx^ 



dP., (JP„ dP^ 

dx„ dpj dp,, 



Enfin, ajoutons à la première ligne les éléments de la seconde 
multipliés par — P„ etc..,, ceux de la (ii + 1)^ multipliés par — P„, 
il vient, en tenant compte des relations (7), (9) et (10), 



. 0, 0, 







I = ± p"^'. 

Comme p osl différent de 0, on en conclut qu'il en est de même 
de I. Les fonctions Z, X,-, P(, sont donc indépendantes et on peut 
résoudre les équations 

î' =z Z, xi = X,, p; = P„ 

par rapport à s, a;;, p^.. 

Pour démontrer la seconde parlie du ttiéorème, remplaçons, dans 
la formule générale 



- dp„. 



dxf, ..., dx„, dp,, ..., dp,^ par leurs valeurs tirées des formules (12), 
il vient : 



pdi/^[P„«l(fX, 



■ ... -H [P„, II] rfX„ 

- [X„ u] dP, 



- [X„ u] rfP„. 
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Si on remplace n, dans cette formule, successivement par X;, P; cl Z, 
en écrivant que les coefficients de dXj et dP; sont nuls puisq.He ces 
quantités sont ai'bitraîrcs, d'après les foi'muies {12), et ea tenant 
compte de la relation 

dl — V^ dX, + ... -h P„(.îX„, 
on li'uu\u prJci.ïiJint^it les relations qu'il s'agissuil d'éLalilir 
[Xi, X,J := 0, [Z, XJ = 0, [P,., P,] -^ 0, 
[\-„ir]^-p, [Z,PJ = -.pP^, [X„P,l=-0, (i^/,0. 

Il resterait, pour compléter ces relations, à calculer les cruclicts 

[P,n [p,X,], [f,P.]; 
c'est ce qui sû fciit très aisimciit en appliquant la forniule générale 
de Mayer 
[[.,,„], ,.] + [!>, »],„] + [[.,:,,.],,] 





= ^i 


...,.-1. 


triii 


:s des fuuctiuiis Z, X;, P^ On tr. 


ouvo amsi (>) 




[?,ZJ = ?'- 






[?. XJ = ~ 


_<)X, 




[f, IM = - 





lOS. Brciprnqiiemenif étant données (n + i) fonctions distinctes 
Z, X,, ..., X„ des variables s, Xi,pi,, vérifiant Us relations 

l'A, X,.] — 0, L^i, XJ =: 0, (î, /; — 1, 2, ..., )i), 

on pont toujours trouver, et d'une seule manière, -u fondions 

P,, Pj, ..., P„ des mêmes vaHahles, telles que l'on ait 

dl — P, dX, — ... — P„ dX, = p (rf; —p, d.-c, — ... --p,,dx,). 

NuLib allons tuoiitier, à ci;l eil'et, que les 'Jit cquutions (0) et (!0) 

(Il Ces lorniulcs sont lUios à M, Uitfhun?; Wiitklla iks sc/oicfa- iii«ih,'iiiii!iii>ies, I. \"1, 
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; DEiUVEES PA 



sont compatibles et peuvent être résolues par rapport à P,, ..., P„. 
Je dis tVabord qu'il y eu a certainemeiit n panni elles qui seront 
résolubles pai' rapport à P,, ..., P,. S'il n'en était pas aintii, tous les 
détoi'minauts d'ordre n qu'on pourrait tirer du tableau 



dX, 



dX, 

dx.' 



dp,' 



d-Pii 



dx, da;„ dp, âp„ 

seraient idenliquement nuls, ce qui est impossible si les n fondions 
Xi, ..., X„ sont distinctes (§ 97). 

Il suffit donc de prouver (jue les valeurs de Pp .,., P„ llvées Je 
CCS n relations satisfont aux n autres. Posons 



d'A 



■l"' 



dX; 



- ^ -_ V P — 



on aura entre les premiers membre.? des équations i\ 
n relations linéaires distinctes 

de soi'te que n de ces équations sont des conséqueness des i 
Supposons, pour fi-^ier les idées, que le déterminant 

dX, 



--Z 0, B, = 



{h — 1, 'i, . 



soit différent de 0; on pourra alors tirer des équations (iO) les valeurs 
de P,, ..., P„ et les relations précédentes prauvent que ces valeurs 
qui annulent B^, ..., B„ annuleront aussi A^, ..., A„. La valeur de p 
sera fournie eiisnilo par ré^iuiLidii (7). 
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Tout œci nous permet maintenant de résoudre le problème que 
nous nous çomme-> propose {§ ICfô) Étant donnée une fonction Z des 
\iiiat!e& " X p on cherclseia dabord n fonctions X,, ..., S, 
L& mêmes \anibles formant a\ec Z un système en involution de 
(( + !_) fonctions diatmctes Les fqvatiors (9) et (10) fourniront 
alor'! pai de simples opeialions il„ebiique des foiicfions P,, -..,]',„ 
telles que la transfoi raition 

= / ^\ / = p, 

suit une Lraiisformation de contact. 

107. Étant données deux fonctions quelconques F, H des variables 
^, Xi, pt, si on fait une transformation de contact en remplaçant 
les variables z, cCi, p,, par des fonctions de nouvelles variables z' , x[, 
pi, les fonctions F et H se transformeront en de nouvelles foactious 
F' et H' des variables s', x'i,p'k et le crochet [F, H]j.^j, se transformera, 
à un facteur près, dans le crochet [F', H']..vp' des fonctions F' et II' 
par rapport ans variables z' , x'i,p'i. En d'autres termes, le crochet 
[F, H] est un invariant relativement à toute transformation de 
contact. 

Supposons que Ton ait entre les différentielles des fonctions z, x^, i'^ 
des variables nouvelles ;', x], pi la relation 

dz — pj dx^ — ... —p„ dx„ ~ p (lit' — pI dx'i — ... —pldx',,). 

■Toutes les fois que le crochet [F, H] sera nul, il en sera de même du 
ct'ocliet [F', H'],.jjp,; en effet, lorsque [F, H] =^0, on peut trouver 
des fonctions II,, ..., H„, P„ P,, ..., P,„ telles que l'on ait identi- 
quement 

dh' — P, tjji ~ ]',dy{, - ... — p,.dn„ 

z=: A (dz — Pi (Lci — ... — p,, d,v^). 

Ku reiiipiaçunl, dan^ ceiLe identité, :, X;, p,, par leurs valeurs en 
l'auction des nouvelles variables, elle deviendra 

dv - p; dH' - p; dH; _..._?; cîe: 
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cl lie lu oii cjiieliit z[\xc \c nouveau croehet u^l nul 

[F',H'j...-^. — 0. 

Les deux crachels [F, H] et [F', H'],.^r^,, s'aimulant en même temps, 
uc doivent différer que par un facteur dépendant de la transformation 
seulement. Il est facile de calculer ce facteur, ce qui fournit en môme 
temps une vérification du tliùorcnie. Remarquons pour cela que si ou 
a deux fonctions 

oti «,, a,, .,., flj sont des fonctions quelconques de z, x^, p^, on auia 

Appliquons cette formule aux fonctions F, H, les vaiiablcy iuLuniic- 
diaires ûtant id z', xl, pi; il vient 

■r,-r, D (F, H') r , ,, wI'(l",H')r, ,, 

|ji Lciiaiit compte lies relations qui ont été établies {% 105) entre les 
fonctions :', ccl, pi des vurialiles z,, x;, pi,, il reste 

Par con^(''ijii(;iii, 

108. Parmi les conséquences de la théorie précédente, il convient 
de signaler dès A présent les suivantes : 
Les intégrales de l'équation linéaire 

1Z,V1 = I1 
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sont 'L^ X„ 
linéaire 



[X,, F] -- 



sont Z, X^, ..., X„, P„ i..,P;_„ Pi+„ ..., Pn- Par conséquent, si 
on est parvenu à trouver n int^'ales S, , . , . , X„ de l'équation linéaire 
[Z, F] — 0, formant avec Z un système de n + 1 fonctions distinctes 
telles que tous les crochets [X,, XJ soient identiquement nuls, on 
aura les autre,s intégrales par des diflerenfiations et la résolution d'un 
système d'équations du premier degi-é {§ 66). 
Plus généralement, le système complet de [n équations 

[X„F]::z:0, ..., [X;^, F] — 

admet les 2ji + 1 — \i. intégrales distinctes 

Z, X„ ..., X„, P;.^,, ..., P„; 

donc, si on connait n -\- i — j». intégrales de, ce système complet 
Z, X[t + i, ..., X„, foi'mant avec X.j, ..., X|x un système de n + i 
fonctions distinctes en involution, on aura l'intégrale générale 
par des différentiatîotis et la résolution d'un système d'équations 
du premier degré. 

109. Étant donnée une éqiialion dit premier ordre 

(13) F(-, a.',,p,)^0, 

si on remplace ;, x,, p/, par des fonctions de nouvelles varîiïljlos 
z' , x'i, pÛ, 

- = f{-', .■'■,', Pl)> ^; ~ f, (-', a-;, pi), p,: = ?i. (-', ■':], PÎ:)> 
{i,k=-.^,%...,n), 

satisfaisant à la relafion 

d: — j)j dXj — ... — )'„ (!j;„ ;:= p {dz' — p[ djc[ — ... — p', dx',), 

l'équalion proposée se cliange en une nouvelle équation du premier 
ordre 

(14) F, (z', xU pi.) = 0, 



yGoosle 



278 LE(;ONS Sl!P. LES I^QU.ITIOXS .\U?C Di'T.EVÉES PARTIELLES. 

et, comme toute mwllipliciW M„ se change en une multiplicité M^, 
toute intégrale de la première équation se cliange en une intégrale 
de la seconde et invei'sement ; d'une intégrale complète de l'une 
d'elles on déduira une intéirrale complète do l'autre. Tel est le sens 
qu'il faut attacher & la transformation qui a été employée à plusieurs 
reprises (§g 63, 90). 

Les caractéristiques se correspondcjit dans les deux équations; 
soient, en effet, <[",, ...,'I>s,_] les 2)i — 1 intégrales distinctes, autres 
que F, de i'équalinii linéaire 

[F,.1.] = 0; 

les caractéristiques de réqualioii (13) sont représentées par les 
équations 



après la transformation, ces équations deviennent 

F^ =-. 0, «p; .^ C„ ..., *;„^i = Cï,_„ 

et comme on avait [F, 3>j]^j, =: 0, on aura aussi [F|, 'i>i]-jxy =^ 0, de 
sorle que ces nouvelles relations donnent les caractéristiques de 
l'équation (14). 

Les équations différentielles des caracléristiqiios étant 



,)p, 



(9F t)¥~ 



dz 



(i, ;.■=!! 



àp. 



Pi + ... + 



^P, 



m\ ou conclut ijiie, si on fait imo fraTisfoniiation rîe contact {[iii 
ciiange F on F,, le système précèdent so cliansço en nn nonveau 
système de même forme 



7)7: 



- Ilfi 



;,t = 1,2,. 



"), 



'■'"JT' 



àp\ 



P, 



<h' 



'îh' 



où F {-, Xi, pt) est remplacé par F, (;', x,', pi). 

D'une manière générale, toute transformation de contact change 
un système en involution de m équations en un syslème en involulion 
de m équations; toute inlégTsle du premier système se change en 
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une intégrale du iioiiveau sysiènie et les mulliplicités caiacfétiyliqiies 
se con-espondeiit encore dans les deiis systèmes. 

Pour donner une application de cette propriété générale, considérons 
les équations aux dérivées partielles du premier ordre à (rois varinlile.°, 
dont les caractéristiques sont des lignes a^-ympto tiques (§ 77). Si on 
applique à ces équations la transformation de M. Lie (g 104), on est 
conduit à des équations du premier ordre dont les caractéristiques 
-sont des ligues de courbure. On trouve ainsi deux catégories d'équa- 
tions jouissant de cette propriété : las unes admettent une intégrale 
complète composée de sphères; l'intégrale générale étant une enve- 
loppe de sphères, il est clair que les caractéristiques sont des lignes de 
courbure. Les autres équations s'obtiennent en écrivant qu'il existe 
une relation entre les quatre paramétres d'une des sphères oscula- 
trices en chaque point d'une surface intégrale {^). 

110. Transformations en x,p. — Parmi les transformations 
do contact, il y a lieu do considérer plus particulièrement celles où 
les fonctions X^, P^ ne contiennent pas la variable e; on les appelle, 
pour aîjréger, trmïsformatioiis en x,p. On obtient des transfor- 
mations do cette espèce en partant d'un système quelconque de 
relations entre z, x„ ..., x,, Z, Xj, ..., X„, où les variables Z et s ne 
figiïrent que dans la combinaison Z — kz, A étant une constante- 
arbitraire. Soient, en effet, 

un système de relations de cette forme, ù,, ne contenant que les 
variables a;;, Xj, Les équations qu'il faudra joindre à celles-là poiu' 
déterminer la transformation et qu'on tirera de l'identité 

rfZ — 2^'- '^^'- — ? (''= — 2-î'' '''"') 

:==: >,, [dZ — Arf7 - 'l-b.,] -b Aj dà, + ... + ),, d-b,,, 

donnent d'abord >., :^ 1, A := p et 11 reste l'identité 

r-^P^ d-'^i + J^^P.- <*^i =:~d6, + l, ^4.3 4- ... H- V. d'%, 

(') (lnand on Écrit une relation entre les qualro parnmÈtrosd'niic dcsspiiti'csostulnlrieca, 
on est conduit il niio ijiiuallou (lu second ordre. Slais r^ttD Ëquallon du second ordiv; ailniFl 
une solution singuliSi-o du premior orilrc, dont les inlégralos donnant la vtîrllabie solulioii 
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qui conduit à des relations ne contenant plus que les vavialjles Xj, P;., 
■'Vi Vf /»5> ■■■j\- 0"^ trouvera donc pour X,, ..,, X„, P,, ..., P„, 
Z — Ac des fonctions do .t,-, p^ seulement et la transformation ainsi 
obtenue sera bien une transformation en x,p. 

On obtient ainSi toutes les transformations de cette espèce. Suppo- 
sons, en effet, que dans l'identité (6) les fonctions X,-, P^ ne contiennent 
pas ;; les formules (7), (8) et (9) deviennent 






,)z _ 

SI ~ ''' 



àpi: ' dp,, dpi, ^ ! ! ) /> 

de la relation générale [Pj, X;] r=^ p on conclut que p ne dépend pas 
d(? r et, par conséquent, Z sera de la forme 

Z = p.: + n{x^, ..., X,„p,, ...,p„). 

r.empJacfins Z par cette valeur dans les équations (S)' et (9)'; il vient 

ce qui ne peut avoir Heu que si on a —^ izi; 0, --^ — 0, La fonction s 

PO réduit donc ù une constante A, différenii" do zéro, et 7 es! de la 
forme 

'l = Az + lï{x^,.,.,x„,p„...,p„). 

Si on élimine p,, ...,p, entre les équations fjui donnent X|, ...,X„, Z, 
il est clair que Z et ^ ne figureront dans les relations obtenues que 
dans la combinaison Z — At, En rapprochant tous ces résultats du 
théorème général démontré au § 105, on peut dciup énoncer la propo- 
sition suivante : 

Si on a nne idnntUé de la forme 

d'I—P^dX^ — ... — ?„dK„ = ^(dr —p^d.-r, — ...— ;7„d.c„), 
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oà f n'est jms nul etoà les fondions Xj, ?(. ne renferment pas la 
variable s, p se réduit à une constante A et Z est de la forme 

de phis, les 'in fonctions X,-, P^ soni, indépendantes cl on a les 
relatio7is 

(S„ Xj.) ^ 0, (X;, P,.) = 0, (P.-, X,) ^ A, (P,., Pi) — 0, 
[kz + li, X,] = 0, [Kz + ir, P,] = - AP;. 

On peut toujours, sans restreindre la généralité, supposer A^l, 
car cela revient à remplacer Z par AZ et X, par AX^. Si on remplace 
en outre Z par s — Q (a^j, ..., a;„, p^, ...,p„), on parvient à l'énoncé 
suivant : 

Étant données in 4- 1 fonctions Q, X^, P,, des in variables 
indépendantes a';, p^, dont len différentielles totales vérifient la 
relation 

(15) dQ + P, dX, + ... + P„dX„ = p,dx^ + ... +p„dx^, 

les 2n fonctions X;, P^. sont indépenda^ites et on a les relations 



(10) 



j(X„X,,) = 0, (X,, P,) = 0, (P,,P,.) = 0, (P„X,) = 
t [:-fi,X,] = 0, [î-Q,P,] = -P,. 



m. Inversement, supposons que l'on connaisse 7i fonctions 
distinctes X,, ..., X„ des variables en,., p,., telles que toutes les 
IMronthèses (X;, X,;.) soient nulles. Les équations linéaires 

(17) P.,'I.] = 0, ..., [X.,«] = 

forment un système complet de n équations disiinete.s dont on connaît 
déjà n intégrales X,, ..., X„; ce système admettra donc une autre 
intégrale qui contiendra nécessairement ;. Si on prend un nouveau 
système de variables indépendantes 

"l lin ■■•! Vnl Vn+ii ■■■) ?/Bni 

oÙ!/t =:Xj, ..., y„ = X|„ y, + i, .■., î/îi, étant des fonctions de iKj, j»,,, 
choisies arl)itraireraent, mais de façon à former avec X,, ..., X„ un 
.système de 2n fonctions distinctes, le système complet précédent se 
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change en un nouveau système eompletoii les coefficients seront encore 

indépendants de z. Ces nouvelles équations devant admettre comme 

intégrales y,, y,, .... y, no contiendront pas de termes en — j ■■■! 

'^'f n , -, ,. à']> â>I> 

— — ■ Un pourra les rusoutlre nar rapport n 1 ■■-! — —: auLro- 

dil> 
jiient on en tirerait — ;= et le syslèrae (17) n'admettrait pas 

d'intégrale contenant z, ce qui est impossible. Les équations (17) 
feront donc remplacées par des équations de la forme 

-~ hAi-,-=:0, ..., --— H-A,,-— — 0, 

ây„+i az àys„ dr 

où les coefficients A ne contiennent pas ". Pour qu'un tel syslèrae 
Roit jacobien, il faudra que l'on ait 

ef, en posant ^> = : — û, on aura Q par une quadrature. On peut 
donc obtenir par une quadrature une fonction Q des variables x-i, pf, 
vérifiant les n équations [z — Q, XJ =; 0. Une fois Q déterminé, les 
relations (8)' et (9)' détermineront, et d'une seule façon, les valeurs 
de P,, ■..., P„. Le raisonnement est le même que celui qui a été fait 
plus haut {§ 106). On conclut de là la proposition suivante : 

Etant données n fondions âisHnctes X,, ..., X„ des 2ji variables 
■'■;> Ptt satisfaisant aux relations (X^, X^) = 0, on peut toujours 
trouver des fonctions Q, Pj, ..., F,, des mêmes variables donnant 
lieu à l'identité ('15). 

La fonetion ii s'obtient par une quadrature et on a ensuite 
r,, ..., P„ en résolvant un système d'équations du premier degré. 

112. On peut faire encore une autre hypothèse. Supposons que 
l'on ait 2!î fonctions X^, ..., X„, P,, .,., P„ des 27i variables x,-, jJ* 
satisfaisant aux relations 

(X.., X;,) --= 0, (P;, P,) ^ 0, (X;, P,) ^ 0, (1^;, X,) ^ 1, 
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,Ie di-5 (l'abord que ces 2n fondions sonl distincles. V.u eflet, s'il 
existait une rolalion te!le que 

on on déduirait 

(X„*) = -^ = 0. (P„*) = || = 0, 

ût la fonciion <t se réduirait à une constante. D'après ce qui prÉcède, 
on pourra donc trouver dos fonctions V, ET,, ..., n„ donnant lieu à 
l'identité 

dV+ n, riXj + ... H- n„rfS„ — p, dx, + ... +p^dx„; 

la différence Pj. — 11;, sera, par conséquent, une intégrale commune 
des )i équations linéaires 

(X„f) = 0, .., (X., /■) = (>. 

dont on connaît n intégrales distinctes X,, ..., X,. On aura donc 

P, T;^n, + W,(X„....,X„), 

et les relations (P;, P(.) ^^ donnent ensuite 

Tl suit de là que l'expression 

y P. dX;--Vn. rf\-, 
o'il (ino différeniielle exacte rfW — S W,, dX,, et on a l'îdonlilé 

d (V _ -\V) + V p. rfX. — ^Jl; rfLC,. 

On peut doiic énoncer le théoriirae suivant : 

Étant données In fonctions Xj, Pt des 2)?. variiiUcs indùpcn- 
danîss a?,-, jij. satisfaisajU aux relations 

(18) (X,, X,) ^ 0, (X„ P,) = 0, (P;, P,.) = 0, (P„ X;) = 1, 
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ces iîu fonctions sont indépendantes et il existe une fonction Q 
donnant lieu, avec les précédentes, à l'identité ('15) 

dQ ■+■ P, dXj + ... + P„ (IX„ =;p, da!^ + ... + p„ dx„. 
Ht marquons que la fonction Q est déleimmée, à une- couslanto 
atUbtive ptès, r|uan<i on connaît Ips fonctions X^, Pj.. On peut donc 
iep:arder une tiansfoimition en n, p comme entièrement définie 
qmnd on connaît les 2n fonctions \„ Pj, satisfaisant aux condi- 
il ns (18) 

113. Les transformations en a;,î) jouent le même rôle par rapport, 
aux équations aux dérivées partielles, où z n'entre pas, que les 
transformations de contact générales par rapport aux équations 
quelconques. Ainsi, étant données deux fonctions quelconques F, <I' 
des variables x„ p,, désignons par F', <!*' ce que deviennent ces 
fonriions après une Iransformation en rc, p, 

les fouettons X,-, Pt satisfaisant aux relations (18); nii aura iilrati- 
quemcnt 

(F,40.,i = (F,*)„. 

Toute équation du premier ordre, où z n'entre pas, se change en une 
équation de même forme et les équations différentielles des caracté- 
ristiques donnent, après la ti-ansformation, les équations différentielles 
des caractéristiques de la nouvelle équation. 

Ceci s'applique en particulier aux systèmes canoniques. Étant 
donné le système d'équations différentielles 

^ ' dt~âp, rf( " Ox, (h>- ~h~,-;n) 

imaginons que l'on prenne un nouveau système de 2iî variablos 

,t; — X,, jjI = P,, 
les fonctions X,-, Pi, satisfaisant aux relations (18), et soit H' ce que 
devient la fonction H par cette substitution. Le système (19) est alors 
remplacé par uh système de même forme 

Hov £^_^, ^__^', a k-i ^ n) 
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Ci3 Lliéoième était connu de lîour (') et de Jacol)i(3), qui en u luit 
d'importantes applications à la théorie des perfurbations. Il se présente 
ici comme une conséquence des propriétés d'invariance du système 
des caractéristiques, relativement à une transformation de contact. 

On verra de même que si on connaît n intégrales f^, ..., f,j, ..., /j, 
du système complet 

(/■„f) = o, .... {f,,f) = o, où K,a = o, 

l'ormant un système en invoUition, Jes autres intégrales de ce système 
a'oljti end font par une quadrature et d&î opérations ajgébi'iques. 

114. Transformations homogènes. — ÎSi dans l'identité (15) 
la fonction Q se réduit à une constante, cette identité prend la forme 

Pj dX, + ... H- P„ dX^ = pi dx^ 'I- ... + p„ dx^, 
cl le.^ tlerniéres des relations (16) donnent 

les fonctions X^ sont donc des fonctions homogènes de degré et les 
Pj des fonctions homogènes de degré 1 des variables p;. La proposition 
du § liO peut alors s'énoncer ainsi : 

Si'iit foncHons X„ Pj, des 2« variables Xi,-ph satisfont à l'idcnlttâ 

(20) P, dX, + ... + P„ dX„=Pi dx, + ... + p„ dx„, 

cen 2)1 fonctions sont indèpendaiites, Xj est une fonction homogène 
de degré et P^ une fonction homogène de degré 1 des variables p^, 
et on a 

(21) (X,, X,) =: 0, (X;, P,) — 0, (P., P„.)~0, CP,, X,.)^l, 

{i,k^\,%...,n). 

L'identité (20) peut encore s'écrire 
dt — Pi dX, ~ ... ~ P„ dX„ ^dz—p, d.v, — ... — p„ dx,„ 

|l) Hàneira des sei'««tn élMiiaern, l. X[V. 
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en posant Z =: s. Le théorème précédent se déduit alors du théorème 
général dm § 105 en supposant que dans l'identité précédente X; et Pj, 
ne contiennent pas î. La transformai ion de contact 

change une fonction lioraogéne de degré q des variables pi en xmc 
fonction homogène de degré q des variables p,. Nous l'appellerons, 
pour abréger, transformation homogène. 

Réciproquement, étant données n fonctioiis distinctes X,, ..., X„ 
des variables X;, pt, homogènes et da degré par rappoH auj; pi 
et satisfaisant aux relations (X;, X^) = 0, onpettt toujours trouver, 
et d'-Mie seule manière, nfonctio7isP„ ..., P„ des m&mes variables, 
telles que l'on ait l'identité 



Pj rfX; -1- .. 


. + P.<!X,= 


= lh 


dx 


, + 




+ p. <!iï.- 


ï, en effet, pour détenniner 


l'i. 




P., 


l8S 


In {iqualions 








= 


0, 


C' 


= 1,2, ...,i 



dont les premiers memlji'eî vérilieut les n l'elaUoiis linéaires 

{ht=i,%...,n). 
Les fonctions X,, . . . , X,j étant distinctes, on pourra toujours résoudre n 
de ces équations par rapport à V^^, ...,P„ et les valeurs ainsi obtenues 
satisfont aux n dernières. (Voir § 106.) 

Étant données 2n/'oiic[îO!isXi,P^ des variables Xi,pii satisfaisant 
aux relations 

(X;, X,.) 1^ 0, (X^, P,) — 0, (F,, .[">,.) = 0, (P;, X,.) ^ 1, 
(i,fe^ 1,2, ...,»), 

Xj e'faiîf une fonction Iwînogènc do degré et V/, une fonction 
homogène de degré 1 des variables p^, on a identiquement 
P, rfX^-l- .., -|-P„r!X„=i.(-, (J.r, -h ... H-ii„rr,c„. 
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On démontrera d'abord, comme au § 113, que les fonctions Xj, P^ 
sont distinctes. Par suite, on pourra trouver n fonctions H,, ..., II„ 
homogènes et de degré 1 par rapport aux Pi, donnant lieu à l'identité 

La dilicicnuo P; — II; sora unu intéyralo du sy^lèoic complet 

A,f) = » (x.,o = o, 

et comme cette intégrale est homogène et de degré 1, elle sera 
forcément nulle, puisqu'elle ne. peut ôti'e une fonction de X,, ..,, X„. 

115. De toute transformation homogène à 2 »i + 3 variables (a;;, p;;), 
on peut déduire une transformation de contact générale à 2n + i 
variables z, x^, f,.. Supposons, en effet, qu'on ait une identité de la 
forme 



{2'j) Q, dV, + ... + Q, 


„^_l tïY„4-i — 'il dlj^ 4- ... \- 


posons 




/ V„4.,=Z, 


ï, =X„ ..., Y„==.N 


[ î/.^. ^-, 


y,^x„ ..., <j„^ii 


f-) -&-" 


•■■■ -^.-- 


■-^-'" 




Z, Xi,Pj;, £ seront des fonctions des seules variables 



;. et la 
relation (22) devient 

(24) dZ— P,dXj--...— P„rfX„ = p(,.f;— jj^da-j — .., — 2i„cf:c„). 

On aura donc bien une transformation de contact à 2îi -h 1 variables 
r, ce,-, pi.. Inversement, de l'identité (24) on peut remonter â l'iden- 
tité (22) par la transformation (23). Donc, de la transformation de 
contact générale à 2n -H 1 variables (c, x^, p^) on déduit la transfor- 
njation homogène générale à 2)i + 2 variaJjles. 
l'osonii ciicwe 

(y y — vV''- ^- il ^) 
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F et *I' étant deus Ibiictions quelconques de */„ ..., y„+i, q,, ...,q„+i- 
Si F et <î> sont des fonctions homogènes de degré des qt et si on pose 

i/,m, ^^ :, ^1 = ■-"'■I) ■■■, Vil =^ 't'ii) 

F et '1' deviennent des l'onction.'; de ;, a;;, J'/. ot'on vûrilie iinmédia- 
foment que l'on a 



J'our quii les '2?^ -!- '1. fonctions Q„ ..., Q„.m, V^, ..., Y,,^, des 
variables y^, (^^ vérifient l'identité (22), il fiiut et ii siilïit, on \iciit do 
le voir, que l'on ait les relations 

(Y;, Y,.),,, = 0, (Y;, (i,)„,, :^ 0, (Qo Q,)„^ ^ 0, (Q,-, Y;)„,, -_== -1, 
(i,fc = 1,2, ...,» + 4). 

Si u!i oflectiie la transformation (23), l'identité (22) donne l'identité 
(24), 7, X|, ,,., X^, P„ ..., P„, p désignant dos fonctions des 
2ji + i variables c, x„ Pi,. Les relations (Y,., Y(.)„j, ^: Ibtifnissent 
les nouvelles relations 

tZ,XJ = 0, p„SJ=0; 

Voyons co que deviennent les auti'es. La rolatiun (Q„-i-i, V,,!-:),,,,, ^-^ 1, 
par exem^)le, peut s'écrii'e 



Oii dôiluii'a de mèmi: dus ;iiitres rûlaliaiis qid ooL lieu eiiLro luy Hjj \. 
les équationa nouvelles 



I P,, Z] = f P„ [P„ P,l = 0, (i, k = 1, 2, 
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D'où on conclut le Uiéoi-èiue sulvaat qui coinplùle la proiiosilion 
du § iÛ5 : 

Pour qtio 2ii ^- 2 fonctions Z, X,, ,.,, X„, P,, ..., P,„ p. des 
2n + 1 variables -, a\, ..., x^, ■|>^^ •■■)î\ vcHficnt identiquement 
Ut relulioit 



d'A-l\ ilX,- ... -l>,.il.V = 


-(■.(j5"j),iiJi-...-J).dj;.), 


il faut CL il >iiif lit que Von ail 




; [P., ry = 0, [P„ xj = u, 


p,, .\-j = tl, ll'„ XJ = p. 


^Pi.Zl^O, m, Z]=fl'. 


, ■ p^y, 


^foXJ + .= ^=('. L-->iM + i 


,g = o. ,,,.,--,.0. 


v {i, '- = 


1, 2, ..., )i). 


On rccomiaîl tTaillenrs aiséraeiit, 


, on appliquant !a formule "■ûiiûraU 



de Maycr 

[[«, vl iv] + [[V, wl u] -i- [{_il; u], v] 

i)w du dv 

f[uo les liqualioiis de la dernière ligne sont des conséquences deS 

116. Applications de la théorie précédente. — Aprûs celte 
étude sommaire des propriétés fondamentales des transformations de 
contact, nous allons appliquer les résuîtats obtenus à la théorie des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre. 

La méthode d'intégration de Jacobi se déduit immédiatement de te 
qui précède, débairassée de toutes ses restrîcttoiia, S'il s'agit, eu 
eilbl, d'intégrer l'équation du premier ordie 

(25) Z = t,„ 

ol al on a obtenu n l'unclions X,, ..,, X„ ionaant avec Z lui système 

tlo n + 1. i'oncLioiis distinctes satisfaisant aux rclatiuns 

[Z, ^J ^ 0, [X,, X,] — 0, (i, fc = I, 2, ..., n), 
un a vu qu'on puuyail. trouver n functions P,, ..., P„ donnant lieu à 
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l'iclentilé 

riZ — P^dX, — ,.. — P, dX„::^p(c!: —}^,dx^~ ... —p„dx.,), 

f n'étant pas nul. Les n 4- 1 éfjiialioii& 

(26) 'lz:z:a„ Xj — «,, ..., X„ — a,„ 

où «„ ,.., «„ sont des constantes arLitraires, enti'ainent donc la 

relation 

(Û7) dz~pi dx^ — ... —2\dx„ — 

et, pai' conséquent, fournissent une iniéyeale complète de l'équa- 
tion (25). On peut d'ailleurs obtenir avec la même facilité l'intégrale 
générale. En effet, le système des équations (25) et (27) peut être 
remplacé par le système des deux équations 

Z — «„, 
(28) P, (iXi + ... 4- P„ dX„ = 0, 

dont on obtient la solution générale par la méthode qui a déjà servi 

bien des fois. On satisfait à la relation (28) de plusieurs manières : 

1° En posant X, =: a^, ..., X,,^: «„, ce qui donne nne intégrale 



2" En établissant entre Xj, .,., X„, h relations distinctes 

(29) ^,—0, ..., ÛA — O, 
et en écrivant que l'on a identiquement 

P, dX, + ... + P, dX„^î., dà, +... -bl.d-^j,, 
c'est-à-dire 

(30) P, = x.g! + ...+X.^. (i = 1.2, ...,,.). 

L'élimination de Xi, ..., >.,, entre les n -\- k -i- i équations (25), (29) 
et (30) conduit à n + l relations entre :, x^, p^,; c'est Vintégmle 
générale. 
3° On satisfait encore à l'équation (28) en prenant 

(31) Pi — 0, ..., P„^0. 
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L'intégrale définie par les équalioiis (25) et (31) est iiiiR intégrale 
singulière. En eftet, pour tous les éléments de cette intégrale, on 
doit avoir identiquement 



ce qui est bien la déQnition des intéji^raleM singulières {§ 14). Il est 
clair d'ailleurs que cette solution singulière n'existera qu'autant que 
les équations qui la déûnissent ne deviennent pas incompatibles. 

117. Ce procédé s'étend de iui-mérae liu"c systèmes en involutioii. 
Car les équations 

Z " n„, X, z^: a,, ..., X,„_, — a,„.^„ dz —^ p, dx.-, ^ 
sont équivalentes ans équations 

Z = a„, Xj z=r H,, ..., X,„_i i:^ «,„_,, 
P,„dX,„-i- ... + P„dX„ = 0, 

Qt OÏL pcul traiter comme tout à l'heure celle dernière rclatiui]. Si un 
prend 

X,„=:a,„ X„ — «,„ 

f*M! ■■■> tii étant des conslanles arbitraires, on a une iuiéyi'ale 
complète. Si on prend 



rinléyrulo ainsi obtenue satisfait ii la définition des intégrales singu- 
lières (§ 97). On a, en cfl'et, pour tous les éléments de cette intégrale, 
l'identité 

(!Z — P,if\", — ...— l'„,_.,i(X,„_,=^;.(.f:"-ji,Ja-i -.,.-?)„ <î.p„), 
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c'(ist-à-dire 



liz 
07. 



-P, 



' dz 



(i-^ 1, 2 



dXj 



Opi 






àpi 



-0. 



On a un sjBtèmo de 2j( équations linéaires ù m — 1 indéterroînéus 
Pj, . . . , P„ ,. 1. Pour que ce système soit compatible, it faut donc que 
tous les déterminants d'ordre vt contenus dans le tableau rectangulaire 



dl 



àp,. 



f^' ■■■' àp^ 

soient nuls pour tous les éléments do l'intégi'ale considérée. 

1 18. D'une manière généralcj la connaissance d'une transformation 
de contact 

z' zz. Z, xl — X„ p\ — V\ 

penuet do Ibrnier une infinltô de systèmes en in"vol[iliun dont oii 
peut écrire immédiatement une intégrale complète. Ji^n effet, nous 
sa\'ons que Ses équations 

Z ^ «„, X; = «., (i — 1, 2, . .., )l), 

où «d, «,, ..., ffl„ sont des constantes arbitraires, ont pour conséquence 
la relation 

(f : — ?»i dx^ — ... — î'i„ rfrc,, = 0. 

cl, ]i!ir suite, f('prr>seiitenl loiijoiii's nue midtiplicili; M„. Vm cmisé- 
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qiient, Jes ôquatioas préci5dcûtes founiissent une itilùgrale coinplèle 
du système 

^, {Z, S„ ..., X„) — 0, ..., -b,. (Z, X|, ..., X„) — 0, 
pourvu que l'on aifc 

t^.K, ffl„ ...,«„)^0, ..., à^ia„a„ ...,«„) =.0, 
ce qui laisse bien subsister n — h + i constantes arbitraires. 

Des remarques de cette nature avaient déjà 6té faites par Eulor ot 
Lagrange au sujet de certaines classes d'équations différentielles, 
analogues à l'équation de Clairault, que l'on peut intégrer par des 
différentîatîons. Ces éqxiations sont précisément celles que l'on 
obtient en partant d'une transformation de contact cùnntie dans le 
plan. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas de trois variables et 
soient Z, X, Y trois fonctions distinctes de z, x, y donnant lieu à 
l'identité 

rfZ — P(l X --QrfY — ;(d: —pdx — 'j.<ly); 
soit, d'autre part, 

(32) V =zf (^, \, Z) — 

une équation du premier ordre. Intégrer cette équation, cela revient 
à exprimer x, y, z, p, q en fonction de deus variables indépendantes 
de telle façon que l'on ait la relation (32) et la relation 

(33) dz — pdx — €j dy — 0. 
Do l'i^quation (32) on tire 



'>l.^T.'>f\„. ^.('>l\.^r,'>/\ 



^%)^ 



""=ui-'^"5^j'"+ sv-'-'^sy'" 



- 'l 'l'j) = », 



et Je systiime (32) H (33) peut ôtiï remplacé par le suivant : 
( (32) U=f(X,Y, Z) = 0, 
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On satisfait à ces équations de plusieurs manières : 

1" En posant X = a, Y ~ b, f (X, Y, Z) := 0; c'est l'Iniégrale 
complète; 

2" En établissant entre X. ol Y une relation de forme arbitraire 

?(X,ï) = 
([lu, jointe k réquallon (Ji-i), lionne 

avec ta relation U = 0, on a l'intégrale g^énérale; 
3" En prenant 

Si ces trois Équations sont compatibles, elles déterminent l'intégrale 
singulière. 

L'équation (32) s'intègre donc par des dilîérentiation's et des 
éliminations. Mais on ne doit point considérer les équations de cette 
forme comme formant une classe particulière. Au conti'aire, il résulte 
de ce qui précède qu'étant donnée une équation quelconque du 
premier ordre Z = 0, on peut toujours trouver deus antres fonctions 
X et Y déterminant avec celle-ci une transformation de contact. Toute 
la difficulté du problème consiste précisément à trouver ces deux 
fonctions X et Y, tandis que, si l'équation est de la forme (.32), la 
question est immédiatement résolue. 

Quelques expîications géométriques font bien comprendre ta nature 
de .ce procédé d'intégration. Imaginons que les fonctions X, Y, Z 
soient déduites d'une seule relation 

(35) ^ {X, y, =, X, Y, Z) =. 0, 

à laqucHû il faudra joindre (| -103) les équations 



(36) 



di 



Considérons pour un moment X, Y, Z comme des paramètres, x, y, z 
comme des coordonnées courantes. On a ainsi une surface i; dépendant 
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de trois paramètres dont on pcnt disposer de façon qu'elle ait avec 
une surface donnée S en un point donné {x, y, z, p, q) un contact 
du premier ordre. Les valeurs des paramètres X, Y, Z seront prccisé- 
ment déterminées par les éijuations (35) et (36). Toute équation aux 
dérivées partielles du premier ordre telle que 

(32) /'(X,Y, Z) = 

exprime donc la propriété suivante des surfaces intégrales : si l'on 
considère une de ces surfaces S et la surface S tangente à S en un de 
ses points, les trois paramèti-es dont dépend cette surface S satisfont 
à la relation (32). Or, il est 'clair que l'on a des surfaces satisfaisant 
à cette condition : 1" en prenant les surfaces 2 elles-mêmes pour 
lesquelles les trois paramètres vérifient l'équation (32) ; 2" en joignant 
à l'équation (32) une autre relation arbiti'aire ç (S, Y, Z) ^= et en 
prenant l'enveloppe de la suite simplement infinie de surfaces S dont 
les paramètres satisfont à ces deux relations; 3" en prenant l'enve- 
. loppe de toutes les surfaces Z dont les paramètres vérifient uniquement 
la relation (32). On retrouve ainsi les trois catégories d'intégrales, 
l'intégrale complète, l'intégrale générale et l'intégrale singulière. 

On aurait une interprétation analogue si la transformation de 
contact était déduite de deux relations entre œ, y, s, X, Y, Z. 

Prenons, par exemple, 

,i :^ (X - xf + (Y - yy + (Z - ff - R^, 
or aura 

Rp__, V !lii 7_._. ^_ . 



Kl + p^ + q^ 



La surface S est une sphère de rayon R ayant pour centre le point de 
coordonnées X, Y, Z. Toute équation de la forme 



f(x- 



\/\ -l-p^-h q' V\ -hp" -i-g' Kl 4 



exprime donc que la sphère de rayon Pi tangente en un point quel- 
conque à !a surface intégrale S a son centre sur une surface donnée S' , 
L'intégrale complète se composera d'une sphère de rayon R ayant 
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pour centre un point quelconque de S' ; l'intégrale géneSrale s'obtiendra 
en prenant l'enveloppe de la sphère de rayon R dont le centre décrit 
une courbe quelconque de la surface S' . Enfin, on aura pour intégrale 
singvilière la surface parallèle à S' obtenue en portant sur les 
normales à S' une longueur égale à R. 

Remarque. — La méthode d'intégralion pricédento do l'équalion 
Z :^ revient au fond à déterminer une transformation de contact 

, c' ~ Z, xl — X,-, pi = P,, (i, & = 1, 2, ..., n), 

qui ramène cotte équation û la forme :' ::= 0. Si on a deux équations 
F =: 0, Fi = 0, à un même nomhre de variables, puisqu'on peut les 
ramener toutes les deux à la forme :' = 0, il suit de là qu'on peut 
toujours passer de l'une à l'autre par une transformation de contact. 
Donc, une équation aux dérivées partielles du premier ordre n'a 
pas d'invariant, relativement au groupe des transformations de 
contact. 

De même, étant donnés deux systèmes en involution de m équations 
à un même nombre de variables, on peut toujours passer de l'un à 
l'autre par une transformation de contact. 

119. I! nous reste à montrer la liaison intime qui existe entre la 
méthode do la variation des constantes et la théorie des transformations 
de contact. Considérons un système de (m + 1) équations distinctes 
du premier ordre 

(37)F(^,œ„p,) = 0, F,{z,x„p,) = 0, ..., l',Az,x„p,) = 0, 

admettant une intégrale complète représentée par h relations entre 
E, x^, ..., x„, dépendant de n — m constantas arbitraires, 

1 A (=.»!, x.,«.,„, ...,«.) = 0, 

(381 : 

( ft (5, »„..., »„»„„. ..,».) = 0. 

On a déjà remarqué (g 67) qu'on pouvait introduire dans le Rysfème(37) 
m -h 1 constantes arbitraires nouvelles. Supposons, pour fixer les 
idées, que les équations (37) contiennent r, ce qui ne i-estrcint 
évidemment pas la généralité; nous pouvons même supposer (g 93) 
que ces équations puissent être résolues par rapport à z, p^, ..., p„ 
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^sH-i) ■-■) ^,n- Si oa change alors s en ; + n + «, a", + ... 4- ct^ a;,, 
-Tj^i ea û^s4.i + «s + i, ..., 5c^ en ic,„ + «„„ on introduit dans le 
système (37) ainsi que dans l'intégrale complète (.38) m + I constante.? 
arbitraires a, «j, ..., o«. Nous pouvons donc remplacer ie système (iî7) 
par im nouveau système contenant m, -\- \ constantes 

(39) F(:^, 3îi,î»,, a, «1, ...,«„) = O7 F^ = 0, ..., F„, ^ 0, 
et admettant une intégi'ale complète définie par h relations 

(40) /■, (r, a;.,...,;r„, <7,ff„ ..., a„)=0, ..., t = ^-- 

le système (39) n'étant pas au fond pliw général que le syilème (37), 
c'est sur ce dernier système que nous raisonnerons. D'après la 
manière même dont nous avons obtenu les équations (39), on peut 
résoudre ces équations par rapport à », a^y ..., a„; soient 

(4-1) a = <f{z,X!,p,;), a, — ç,(s,(Ci,p,.), ..., a„ — a„,{z,X;,p^) 

les valeurs ainsi obtenues, he système (39) peut encore s'écrire 

(39)' s> — Const., tfi r=: Goust., ..., o„, — Const. 

Soit P la mulliplicité ponctuelle représentée par les équations (40), 
La multiplicité Jf„ correspondante s'obtiendra comme il suit : Quand 
on se déplace sur P, les coordonnées z, x^, ,.., a;,; sont liées par les 
seules relations (40); par conséquent, ta relation 

(.'t2) dz — Pidx, — ... -~p„âw„=i:0 

devra être une conséquence des feintions dl\ -= 0, ..., dfj, ^r 0. Il 
faudra donc que l'on ait 

>>, fif, + ... H- À„ rf/;„ 



dz — p, dx, 


-...- 


p„ flx„ ~ l 


c'est-à-dire 






( -?, = > 







Ci = 1,2, ,..,»). 

Les (n -h i H- h) équations {4ff) et (43) permettent d'expnnier z, a-, 

p,,, >,, ..., /,,, en fonctions de n variables indépendantes; elles rcpré- 
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sentent donc la multiplicité M„ correspondante à P. Par hypothèso, 
l'élimination de cu-t-u •-, ««., \i ■■■, >■! entre les équations (40) 
et (43) conduit aus relations (39) seulement. Cela revient à dire que 
ces équations (40) et (iS) peuvent être résolues par rapport à a, a,, 
..., «„, \, ..., ï,f, les \-aleurs de a, a^, ..., a^ étant données précisé- 
ment par les relations (41). Soient 

«.,4-1 = î™ + . {-, 1^;, î^;,), ■■■> «-. = ?-, (-. a^;> Pi), 
les valeurs obtenues pour a^+,, ,.., «„- Introduisons n fonctions 
nouvelles h^, ,.., i^, définies par les équations 



«) \ 



^,M.,,,,tù^„.^,,^. 



= 1,2, ...,n). 



Des équations (40) et (43) qui définissent les fonctions «,, on tire, en 
différentiant et formant l'expression î,; df, + ... + \ df,,, 

(h ^-fi- + - + %, ?') (f't - ^^ <^«i - - - ^' ^'O 

\ ' da daj 

+ (-A, ^ + ... + ), ^) (■*: - P, ''"i -■■•-?. 'i«.) = 0. 
Kn posant 



(45) 



dh_ 



(46) df(~ î), rfâ, — ...— fi„dcf„=3 p (rf: — p, rfo?, — ... — p, da-J. 

Noiis retrouvons donc l'équation fondimentale de'; tnnstoimations 
do contact. Comme p n'est pas nul on voit d alioid que les fonctions 
fl, a,, ..., n.„, b,, ..., î)„ sont indépendantes et pai suite, on pourra 
exprimer ï, a;;, p^ en fonction de n, a , bt Nous ïojons en outte que 
les équations (39)' forment un &j--terae en mvolution et le calcul 
précédent nous donne d'autres fonctions o„+i, , a„ foimmt avec 
celui-là un nouveau système en mïotiition de )i -h i équition'i II 
conduit donc au Iiut que l'on se piopo'ie d obtenu quand on applique 
îa méthode de Jacobi et Maver. 



y Google 



LiiLir. \u — TP.A^-SFOR^^.\ïIO^,■s de contact. 299 

Poursuivons l'ûtucîc de cette méthode. Le système des éqLiatioiis (39) 
et (42) peut être remplacé par le système équivalent 

i « ^= Cnnst,, a^ = Const., ..., a,„ =z Const, 
^ ' ( ^,.4-1 da„^i + ... + h, da, z^ 0. 

Oii satisfait à la dsrnière éqiiatinii en prenant 

«„,^,i =; Const., ..., «„ ==: Goiist., 

CG qui donne rintég'rale complète, on en prenant 

&,„+, — 0, ..., K — 0, 

ce qni donne l'intégrale singulière. Pour avoir l'intégrale générale, 
élablissons entre a^+i, ..., «„ l relations distiûcfes 

m .';?.'....■.'..;"'.':'.'...:.:.' 

auxquelles il fandra ajouter les relations 



(49) I 

Ôài 



h,„^,'^ +i.„ = 0. 



Les équations (39)', (48), (49) représentent l'intégrale générale. 
Elies donnent bien h + 1 relations entre z, X(, Pi, et, comme les 
fonctions », a„ hf. sont distinctes, ces relations permettront, en général , 
d'exprimer z, Xf, pi, en fonction de n + 4 variables indépendantes, 
si les fonctions (Jj n'ont pas été prises d'une façon particulière. 

La théorie générale des multiplicités caractéristiques, que nous 
avons établie directement, se déduit aisément des résultats précédents; 
Appelons multiplicité caractéristique la multiplicité à «î + 1 dimen- 
sions définie par les équations 

les équations qui représentent l'intégrale générale ne dépendent (jue 
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- et, par suila, LoutB mtégi'ale qui contient 



lin élément contient tous ecus de la multiplicité caractéristique issue 
de cet élément. Pour définir la multiplicité caractéristique en partant 
(les équations (39)' elles-mêmes, il suffit de remarquer que «,, ...,««, 

"'"^^ "- sont les !nf(!grales du système complet (§04) 



'«,-1-1 ''..4 

[a, f] =r-. 0, [«„ n = 0, 
Tous tes éléments de la solution sin 



ï".,. n - 0- 



annulent tous les déforminants d'oi'dre vi -b 1 conienifs dans 1 
tableau rectangulaire (§ -11?) 



dx^ 



àp„ 



Or, si on désigne par y^, ..., y^+u 'W + 1 qnelcc 
blés c, Xj, j3j,, on a, d'une manière g;énérale, 



D(F, ....F^) _D(F, .■■,F„,)D (»,«,, 



par conséquent, tous les déterminants d'ordre m + 1 contcm 
le tableau rec tan fful aire 



«e nt 1 e n 6n t n 1 qu 1 j -ec d nt II 

d n n n en aie qu 1 1 t n q 1 

11 1 il g n 1 nt 1 n tl d d 

f t I f t 1 I t [1 



dut 
t n d 
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aulro eoLù, à prendre pour définition des intégrales singulières on 
géiiùraiisanl la mëtliode de Gauchy (§ 97). 

120. Les résultats précédents pennettent de lésondre une question 
que nous avons laissée de côté, le passage d'une intégrale complète à 
une autre. Bomons-nous, pour fixer les idées, au cjvs d'une seule 
équation et supposons que la constante a ait été introduite en clian- 
geant zan z -{- a. La formule (46) devient 

da — h^da^ — ... — &„ (ia„ = d; — p, dx^ — ... — ■ jj„ dx,^\ 
pour une autre intégrale complète, on aura de même 

da — i\ c/j, — ... — ^„ tîx„ ::= tir — p^ds^ — ... —p„ dx„, 
et, par suite, 

(50) 6, cla, -h ... -h 'b„dn„ — fi, rfj, -h ... + 'é., d^„. 

Noua savons comment on obtient la solution générale de l'équation (50). 
Établissons entre a^, ..., a„, a^, —,tx„, fc — i relations distinctes 
( «1 — f,{at, ...,ci.„ a„ . ..,«„), 

(51) 

! a,,._, — il-, {it, -, c-n, «„ -■■- «0- 

En substituant les différcntidles da^, ..., dai^-i dans l'idcnlité (ôO), 
il lient 



(52) 



07.t 03.^ 



Los é(iua(ions (51) et (52) résolues donnent des résultats de la forme 
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Il est aisé de déduire de là que les différentes classes d'intégrales, 
obtenues en établissant une ou plusieurs relations entre a^, ..., a„, 
ne sont plus distinctes quand on part de la nouvelle intégrale complète. 
En effet, si on regarde a,, ..,, a„ comme les coordonnées d'un point 
dans l'espace à- n dimensions, la transformation précédente revient à 
une transformation de contact. Or, si l'on a dans l'espace kii dimen- 
sions une multiplicité M„„i déduite d'une multiplicité ponctuelle 
l'eprésentée par r relations entre a,, ..., «,„ après la transformation, 
la multiplicité ponctuelle correspondante sera, en général, représentée 
par une seule relation entre a,, ...,«„, si la transformation n'est pas 
choisie d'une façon particulière. On voit donc qu'une classification 
des intégrales, basée, sur le nombre des relations établies entre «^, 
..., «„, serait illusoire; cette distinction tient au chois de l'intégrale 
complète, mais n'a rien d'essentiel pour l'équation aux dérivées 
partielles elle-même. 



121. On peut rattacher à la théorie des transformations de 
contact une méthode d'intégration dos équations simultanées, duc à 
Korkine ('), et dont la démonstration directe exige de longs calculs. 
D'une manière générale, soit 



(54) 



Y, =rO, 



-0 



un système en invokition. Supposons qu'on ait obtenu u 
complète de l'équation 

Yj — fl,; 

tjn pourra alors, nous venons de lo voir (g 119), dèteiin 
calculs algébriques d'autres fonctions Z, X^, ..., X,„ P,, 
i|ue lès formules 



sr par lies 
, P„ telles 



= t, ■x't = 



P'^^ 



{i, k ^ i, 



où Y, ^^ Xp définissent Une transi ormati on de contact. Par celte 

transformation, le système (M) se change en un nouveau système en 

invotuiion 

(55) x[=iO, Yi = a, .,., Y,;, ^0, 

(1) ICorkiiio, G»;;^MTOt7(/.(, 1. LWlIl, p, H^i La prciiLitrc kl'c (le catlc ivt'Kliadc pitrall 
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Yj, ..,, Y,', (;taiit des fonutioiis de s', x!, ja. Puisque ce système eaL 
en iiivolution, on a identiquement 

Les l'onclions Y,- ne contiennent donc pas p[ et on est ramené k un 

système en invoiutioncle m — 1 équations an — 1 variables a;j,...,a;l. 

Pour préciser davantage, supposons que les équations proposées 

A = o, ..., f. = o 

ne contiennent pas z et soit 

s -H fl :zi F {ccj, x^, ..., x„; «1, «j, ,.., «„) 

une intégrale complète de l'équation f, = a^. Considérons la transfor- 
mation de contact obtenue en partant de la relation 

î -f- j' i= F (Xf, Xj, ..., x„; x[, x'^, ..., x],); 

il faudra joindre à cette relation les suivantes 

et œs équations définiront x[, ..., xl„ pj, ..., j»! en fonction de Xi, p^. 
Pour avoir x[ par exemple, il faudra élimiuer x'^, ..., xl entre les 
ji deroières équations; mais cette élimination conduit à la relation 
x', = fi- La première équation du nouveau système sera donc x[ := 0, 
et les autres équations 

/■; = o, ..., /;;. = o 

formeront un nouveau système en involulion ne renfermant pas !>[. 
Des transformations analogues ont été employées par M. Mayer (i) 
pour démontrer la méthode de Lie. 
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CHAPITRE XII 

Théorie des groupes. Méthode générale cl 'intéy ration ('). 

122. Avant d'alwi'der la théorie des groupes, riisiioions les ditïé- 
renfes méthodes d'intégration qui ont été étahlies. Nous supposerons 
désormais que z ne figure pas dans les équations qu'il s'agit d'intégrer. 
Suit 

(1) /-.^o, /; = û, ..., /;„ = u, (Hi<«), 

un système en involution de m équations distinctes. Pour intégrer 
par la méthode de Jacobi et Mayer, il faudra commencer par déter- 
miner n — m fonctions f^^t, ..., f„ des variables a;,-, jj^, formant 
avec les précédentes un système en invoUition de n fonctions dislinctes. 
Cela fait, si les équations 

peuvent être résolues par rapport àp„ ..., p„, on aura une intégrale 
complète par une quadrature. S'il n'en est pas ainsi, on emploiera la 
méthode suivante qui est, au fond, équivalente à la première et qui 
s'applique à tous les cas ; on déterminera, par une quadratuve, une 
fonction Q et des fonctions P,, ,.., P„ dos variables X;, pi. donnant 
lieu àl'ideiitilô 

d(z — Q) — P,dl\ — ...—V„df„—dx~-p^dx^~-... -\\,dx,„ 

et Thitégration huva Lermluée (^ 111, 117). 



-l'I Lie, BesrB«dii«g ei»a- larariiiineii-ThefirU. dcr Hemhfnngi-lia 
lischeAiiiiiile«,t.yn],p. a!3-3CI3; iiW,, t. XI, p. -IK-l-uSo|. — ÏAfi 
(Irftj^ppH, mvcilC]' Aliscliiiiti, p. ns-ïiO. 
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Oïl csl nui 


,10110; 


, en efloL, à ii 


('•!) 




K.<i'] = c 


supposons 
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CJIAP. XII. — TUÉOniE DES. GP.OUi'ES. 30.) 

tlnjilt;iluGiiiiclii'gényraiiséo(§94),uiiijrui;cdij LmlrmiiuiU. 
tégeer le aystciiic complet 

, -, K„*] = 0; 

le système complet 

■■ -, (f.,'i') = o, 

1 les 2)1 — m intégrales du système (2) 
qui no contiennent pas c. Ce système (2) admettra en outre ime 
autre intégrale qui contiendra nécessairement :, et les considérations 
employées au § 111 montrent encore que cette dernière intégi'ale 
s'obtiendra par une quadrature. Ainsi, abstraction faite d'une cpiadra- 
ture finale, la différence des deux méthodes peut être caractérisée 
comme il suit. Dans la méthode de Cauchy, on cherche l'intégj-itle 
générale du système complet (3), tandis que, dans la méthode de 
Jacofci, ou cherche seulement les n — m intégrales de ce système 
qui forment avec f^, ..., f„, un nouveau système en involution. 

Les deux méthodes peuvent être considérées, on l'a déjà remarqué 
plusieurs fois (§| 69, 96), comme des cas particuliers d'une méliiode 
plus générale. Supposons, eu effet, qu'on ait obtenu un système en 
involution de m + /t équations, renfermant le système (1), 

(i) f, = o, ..., /;. = o, /.,^, = o, .,., f„, = o, 

tel qu'on sache intégrer le système complet 

(5) (f„*)=0, -, (/;„i,<I.) = 0; 

on aura par ime quadrature une intégrale complète des équations 

et, par suite, des équations (d). Le problème de l'intégration peut 
donc être posé ainsi : Tfouvcf un sysleme en iiivolution de 
m + k équalions distinctes comprciiaat les équations (1) 

/■,:zzO, ..., f..,=^0, A.H.i-0, ..., U^.^O, {m + k^n), 

et ti'oui:er eiisaiti} l'intégrate gonéralc du srjsUnue complet 
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Si fc^^O, oiialamiJUiuduLle Caucliy; si k^=: ii — m, oîi a la iiiélliocle 
àe Jacobi. 

123. Cela posé, imaginons qu'on ait obtenu plusieurs iutsgi-alus 
ç„ ..., 9;„ (listiiiiîtes de f^, ..., f„„ du sysLèrae complet (3): D'aprùs le 
tliéorùme de Poisson, toutes les pai'enthèses (s;, Çi) seront des inté- 
grales du même système. Nous pouvons donc toujours , supposer que 
les m + h fonctions f„ ..., f^, ç,, ,.., ç^ sont distinctes et que les 
parenthèses (ç;, ç^) s'expriment au moyen de ces fonctions elles- 
mêmes ; car, s'il n'en était pas ainsi, on ajouterait ces parentiièses ans 
intégrales déjà obtenues et on recommencerait les mêmes opérations. 

Plusieurs cas peuvent se présenter. Si h = 2n — 2m, l'intégration 
est terminée immédiatement par la méthode de Gauehy. Supposons 
/t <: 2)1 — 2m et admettons de plus, pour fixer les idées, qu'aucune 
des parentiièses (ç,-, o^) n'est identiquement nulle. Si h est voisin de 
2n — 2îiJ., il y aura avantagée, en général, à terminer l'intégration 
pai- la méthode de Caucliy. Pour appliquer celle de Jacobi, il faudra 
adjoindre aus fonctions f^, .,., f^ une des intégrales déjà obtenues, 
Çi par exemple, et chercher une intégrale du système complet 

(/■„<1.) = 0, ..., (/.,*) = 0, (=.„*) = 0, 

En opérant ainsi, il semble que les autres intégrales 03, Çj, ..., r^,, ne 
servent plus à rien. Il est donc naturel de se demander si on ne 
pourrait pas, sans renoncer à la méthode de Jacobi, profiter de ces 
intégrales pour simplifier davantage l'intégration et quel est le 
meilleur moyen pour obtenir ce but. La réponse à cette question 
nous sera fournie par la •Théorie des groupes, qui est due encore 
à M. Sophus Lie, 

124. Soieiît w,, ..., M,, r fonctions distinctes des 2» variables 
Ci\, ..., a;,,, Pj, ..., J3„. On dit que ces fonctions forment un grotijjo 
si toutes les parenthèses (n,, tt^.) s'expriment au moyen des fonctions 
if„ Wj, ..., u^ seulement 

(..„ .0 = f„ («„ «„ ..., 1.,.), (i, /. = 1, % ...,,■). 

Le nombre entier r est l'ordre du groupe. Si loutec les fonctions f,/. 
suiit idonl!qnemc]!t nuilut, le ^roiipe se i-édiiit à un sysième en 
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ciiAP. XII. — Tiiiiomt: des GriocpEs. 307 

involiition. L'ordre d'un groupe est an pKis égal à 2ji, de même que 
l'ordre d'un système en involutioa ne peut diSpasser n. 

Toute fonction de w,, u^, ..., w,, telle que F {u„ ..., w,), appartient 
au groupe {u^, ...,ii^). Étant données deux fonctions F (îi,, ..., w,.) 
et <]ï (w„ ...j Hy), appartenant à un même gi'oupe, il en est de loèmi! 
de la paventhèse (F, "I>). On a, en effet, 

11 suif, de là que, si on considère r fonctions disLincles quelconques 
v^, ..., %\. appartenant au groupe (h,, ..., M,), ces r fonctions forment 
encore un groupe, puisque les parentlièaes (Uj, 1;^) s'expriment au 
moyen de tt„ ..., u^ et, par suite, au moyen de v^, ..., v^. Nous ne 
considércrans pas les gi'oupes (w,, .'.., u^) et (i\, ..., v,) comme deux 
gi-oupes distincts, mais comme deux formes d'un même groupe. 11 
est ckir qu'un groupe déterminé est susceptihle d'une infinité de 
formes différentes. On remarquera que si un groupe est en involution, 
toutes les formes possibles du groupe seront également en involuiion. 
Bonnoua encore quelques définitions. Si les fonctions u,, ..., ii, 
d'un groupe d'ordre p appartiennent j!i un groupe d'ordre )' (w, , ..., u-, 
lu+i, .-., «r), on dit que le second groupe contient ie premier ou que 
le premier est un sous-groupe du second. Une fonction 1; est dite en 
involuiion avec un groupe {«,, ..., îi,.) si on a (f, «;) ^^ 0, quelle que 
soit la fonction ti; du groupe. Plus généralement, deux groupes 
(ifi, ..., t(,,) et (t'i, ,.., V-) sont on invoUttion î'un avec l'autre si on a 

(..,,r,) = 0, (i= 1,2, ...,.•; i=l,2,..,f); 

deux fonctions quelconques i( 'et v, appartenant respectivement à 
chacun des groupes, seront toujours en involution. De ces définitions 
découlent innnédiatement un ceiiaiu nombre rîe propnétés dont la 
démonstration n'offre aucune diflicullé : 

1° Si on a s fonctions ti,, «j, ..., u, telles que toutes les parenthèses 
(((,, «<,) s'expriment au moyen de ces fonctions elles-mêmes, elles 
appartiennent à. un groupe dont l'ordre est au plus égal à s. Cn 
groupe sera d'ordre s si les s fonctions sont distinctes. Pour prendre 
lo cas généi'al, supposons qu'il existe q rclaliotr^ distinctes outre 
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308 lel;o.\s sur, les équations aux déeivêes partielles. 
c<iH s IbiiuLioiis; alors elles pouiroiil toules s'ex^U'iiin^i' an moyeu 
do s — y d'entre elles, soit ifj, itj, ..., if,-,,, qui seront indépen- 
ditiites, et toutes les pareiithésus (ti^, u^) bo réduiront elles-mêmes à 
des fonciions de Mj, ..., t(,_5. Donc ces s — q fonctions déterminent 
im yroupe d'ordre s ~= g. 

2" Étant donnés deux groupes et G', les fonctions qui appur- 
tienueiit à la fois à ces deux groupes forment un troisième groupe. 
Lin effet, supposons que les deux groupes aient p fonctions diatinctes 
coraranncs w^, ..., lu.. Toute parenthèse (iCj, tUj,), devant appartenir 
à la fois aux deux groupes G- et G', s'exprimera au moyen de tu,, ..., ti'p. 

3" Toute transformation de contact en x, p cliange un groupe 
d'ordi'e r (w^, ..., u^) en un nouveau groupe d'ordre r {u[, .-., tC) et 
cliaque parenthèse («,', ul^^j,- s'exprime au moyen de -ti;, ..., w' 
comme (m;, ti^)^,, au moyen de tf^, ..., w,. Soient 

xl=\:, p;==l\, {i,h = i,2,...,n), 

les formides de tra us formation, X^, l\ étant des fonctions de .f,-, Pt 
qui véi'ifient les relations 

(S;, X„) = 0, {X;, p,.) — 0, (X;, P;) = — 1, (P„ P,) = 0; 

iti, Wj, ..., u^ se changeant en u[, ul, ..-., u'„ ou a vu qu'on avait 
identiquement 

(»„».),„ = (,.;,«;)..,.-. 

Les relations 
deviennent doue 

(„;, «;.)^ A. K, ■-,";)■ 

Kii prtrLiculier, ni fi,, = 0, on aura de même («,', th) — "J (S ll')- 

125. La théonu dus yrotqies repoï^e sur le lliùorùnie ïiilvanl qui 
est ftudaniental : 

ThiSorÈ-ME. — Si r foncliom tiUlincles i(,, ..., U,. des 2ji variahies^ 
i^j, ..., œ,, jjj, ..., p,i détenninent un groupe d'ordre r, les r équa- 
tions linéaires 

(6) (u„f)--o, ..., («,,/)^a 

fovw'.nl un aijsli'mc nomptot. 
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D'aijoifl ces ;■ ijqualioHs sont (lialiiiclus. Oa s'c-il apiiiiyé plufiioiiiï! 
fois sur cette propriété qui n'est qu'un cas particulier de la proposition 
démontrée au g 97; D'ailleurs, il est aisé de le vérifier; pour que ces 
r équations ne fussent pas distinctes, il faudrait que tous les déter- 
minants d'ordre r cnntenuR dans le. tableau 



au moins entre îi 



fi temps, œ qui exig'erait qu'il y <i\\\. une ri^lalioii 
..., î(,,, contrairement à l'IiypotliÈse. Posons 



{("„ ".). f) + ((«., t), »J -H [(f. ",•)- ".) = Il 
rîoiiTie 

A, (A. (fi) - A,. (A, (n) = ((««'<.)./), 
OU, 011 remplaçant (m„ i((,) par sa valeur f,-,. (w,, ..., k,), 

A, (A,, (/■)) - A„ (A, (0) = |^:ii A, (/■)+.,. + 1^ A, m, 

ce qui démontre la proposition. 

Remarque. — La réciproque du théorèmo est exacte. Si on a r 
fonctions di.stinctes ç,, ..., a,, des 2)i varialiles rc,., jij, pour que les 
r éqnations 

{?„/') = 0, ..., (j„fi = 
fondent un swteme complet, il faut et il suffit que les r fonctions ç; 
deleimment un groupe d'ordre r. En efTet, d'après l'identité écrite 
plu'- haut toute intégrale do ce système doit vérifier l'éffuatinn 

((„,„), f) = 0; 
si le système est complot, cette équation doit être une conséquence 
dos premières, ce qui ne peut avoir lieu que si (fi;, «,.) est une fonction 
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njO LEÇONS son LES ÉQUATIONS ADK KtKlIVV'ES PARTIELLES. 

Les équations (6) admettent 2n — r intégrales distinctes r^, v„, 
..., iij„-_r, et toute autre intégrale s'exprime au moyen de celles-là, 
D'après le tliéoreme de Poisson, les expressions (f „ i;() seront aussi 
dos intégrale.'^ de (6) et, par suite, s'exprimeront au moyen de v,, ..., 
■i>t„_,.. Ces 2)1 — !■ fonctions déterminent doncun groupe {t'i,":..,i'î„_,-) 
d'ordre 2» — )', dont toutes les fonctions sont en involution avec le 
groupe primitif. On l'appelle !e groupe 'polaire du premier. Les 
équations 

(»„o = o, .... (.',._„ n = o 

forment à Iciu' tour un système complet qui admet les r intégrales 
distinctes u^, ..., ii^ et dont, par conséquent, toutes les intégrales 
s'expriment au moyen de w,, ..., u,.. II y a donc réciprocité entre les 
deux groupes (m^, ..., u,.) et (v^, ..., V3„—r)', chacun d'eux est le 
groupe polaire de l'autre. On les appelle pour cette raison f/coiijiiïs 
réciproques. 

Le groupe polaire d'un groupe donné se composant des fonctions 
qui sont en involution avec ce groupe, il est clair que toute transfor- 
mation de contact chaiigo deux groupes réciproques en deux groupes 
réciproques. 

126. Une fonction U appartenant à un groupe (il,, ..., u,) est 
dite une fonction distinguée (ausgezeîchnete) de ce groupe, lorsqu'elle 
est en involution avec toutes les fonctions du groupe. Il suit de là 
que les fonctions distinguées d'un groupe sont les fonctions communes 
il ce groupe et à son groupe polaire; deux groupes polaires ont les 
même;^ fonctions distinguées, les fonctions communes à ces deux 
groupes. Soit (v„ d,, .,., Vi„^y) le groupe polaire du gi-oupe proposé 
et F (x, p) une fonction distinguée commune à ces deux groupes; 
F (x, p) pourra s'exprimer comme fonction des u^ ou comme fonction 
des Vf. seulement. Il en résultera donc ufie relation de la forme 

F (x, p) — U (i(i, ..., M,) = V {i\, .,., v,„^,). 

S'il existe m fonctions distinguées, on snra ainsi m relations distinctes 
entre les fonctions des deux gi'oupes 

(7) U,.(i'„ ..,,,r,) = V,.(r„ .,.,iv„_„), {i^i,2,...,m). 
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DES CROUPEH, :!l-l 

Réciproquement, s'il existe m relations distinctes et m seulement 
entre les fonctions de deux groupes polaires, ces relations ont préci- 
sément la forme (7) et les fonctions distinguées sont au nombre de m. 
En effet, les 2n fonctions t(j, ..., u,., v„ .,., u^n-r appartiendront 
alors à un groupe d'ordre 2» — m. Ce groupe d'ordre Sî? — m admet 
un groupe polaire d'ordre m, dont toutes les fonctions sont évidem- 
ment distinguées pour le groupe primitif. 

. 127. Ititant donné un groupe d'ordre r, il est important de savoir 
reconnaître combien il renferme de fonctions distinguées. Par défi- 
nition,, il existe autant de fonctions distinguées dans le groupe 
()(j, ..., u,) qu'il y a d'intégrales distinctes du système complet 

(8) («.,f) = 0, ..., (.>„f) = 0, 

qui se réduisent à des fonctions de Mj, ..., u,, seulement. Posons 

f=n(,.„ ...,..„), (,,„f) = ^(.n: 

les équations (8) deviennent 

(9) 

On a ainsi un système de r équations linéaires avec i* variables 
indépendantes seulement Mj, Mj, ..., u„ puisque, par hypothèse, les 
parenthèses («;, iQ s'expriment au moyen deu^, u^, ..., u,.. Suppo- 
sons que ces »' équations se réduisent k r — m équations disf.încfes, 
par exemple aux r — m premières, 

(-10) A, (U) ^ 0, ..., A.„„ (U) = 0; 

les équations (10) forment un système complet. L'identifé de .Tacnbi 

nous donne, en effet, en supposant (w(, 11^.) = fit («i, ■■-, ">)> 

A, (â. (U» - A,. (A, (U)) = ^ A, (U) + ... + ^ A, (0), 

pt, pni' sniie, le premier membre pourra toiiioiirs s'exprimer linéai- 
rement an moyen (le A, (U), ..., A,_, (D). 
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Oii aura donc le noiniire des foiieiions distinguées en cliorchanL le 
noiïibre d'équations linéairement distinctes (îu système (9) ou, ce qT,ii 
revient an mèmei l'ordi'e des premiers mineurs du déterminant 

{u„u,) (»„»,) ... K,.o 

{„,,»,) {u,_,u,) ... («„«„) 
("-.,«,) (■",.,".) - K,",) 

fjiii sont différentsdezéro. .Si ce détemiinaM esinul, c 
ses mineurs d'ordre 1, 2, ..,, {m — 1), sans que (oiis les 7 
d'ordre m soient nuls, les équations (9) se réduisent à (r — m) 
équations linéaires distinrlpx, et le 'irovpe admet m fonctions 
distinguées distinctes. 

Une fois trouvé le nombre m des Hinclion'; distiriguées, la détermi- 
nation de ces fonctions ellew-mênies exige l'intégration do système 
complet (10), c'est-à-dire les opérations m, m — '1, .,., 2, 1, si on 
applique la méthode de Mayer. Ces opérations se simplifient si on 
connaît déjà \i. fonctions distinguées. 

Si le déterminant D n'est pas nu), le groupe ne renfermera aucune 
fonction distinguée. Ce cas ne pourra se présenter si )■ est impair, 
car D est un déterminant gauche d'après les relations (wj, u,) =^ 0, 
(Uf, Ui,) + («t) «;) = 0- Donc, iout groupe d'ordre impair renferme 
au moins une fonction distinguée. 

Soient U,, U^, .,., XJ„, les m. fonctions distinguées distinctes d'un 
groupe (w,, ..., %)■ Quoique îa détermination de ces fonctions exige 
en général des intégrations, on peut toujours former un système 
d'équations linéaires 

(M) B,(/) = 0, .,., lî. (/■) = 0, 

éqinralrnl au système complet 

(12) (U„/) = 0, ..., (U.„fi = 0. 

Soit («1, ,.., i'j„_,.) le groupe polaire du groupe proposé; les équa- 
tions (12) admettent les intégrales u^, ..., \i,., v^, ..., Vîn-.,, qui se 
réduisent à 2 )i — m fonctions distinctes. Tout système de m équations 
linénires distinctes admettant les mêmes intégrales sora n(V;essai rement 
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(.■quivaleuL ;ui système (-12). Cela posé, les )■ dqimlioiis 

ailmRltont Ii^r inii'^gmlon i\, ..., ro„_.,., et il pu sora de môme de toute 

équation 

(Kl) ),,(»„ fi + ...+l,(r.,„n=0, 

Âj, ..., À, <;fant des coefficients rjaelconrjuef!. Cette noiivi^lle équation 
sera vérifiée pour f^ ti^, ..., f^^ ti,., pourvu qtie les coefficionis >.j, 
..., î,,, vérifient les r relations 

h (»i, Wi) + - ^- X (»,., »i) = 0, (i = J , 2, ..., r). 

On a un système de )' équations linéaires et homogènes dont le 
déterminant est précisément D. Par hypothèse, ce déterminant est 
nul, ainsi que tous ses mineurs d'ordre m — 1, sans que tous ses 
mineurs d'ordre m soient nuls. On pouiTa donc trouver in équations 
lîistinctes de la forme (-13) admettant les intégrales «^ ..., k,.. Ces 
n> équations 

admettent les intégrales %, ..., u.„ v^, ..., v^„_,. et, par conséquent, 
forment un système équivalent au système (-12), 

128. Parmi les formes en nombre infini d'un même groupe, il 
est naturel de prendre pour forma canonique celle pour laquelle les 
parenthèses {Hj, ti.i.) = fu(^ii ■■■,M^) ont les valeurs les plus simples 
possible. Si on consi'dère d'abord un système en invointion, toute 
autre forme du même, groupe sera également en involution et le 
groupe est réduit de lui-même à la forme canonique. Il suffit donc de 
considérer un groupe difiërent d'un système en involution. Remar- 
quons d'abord que, si r« groupe est d'ordre r, il renfermera au plus 
I' — 2 fonctions distinguées distinctes. En effet, s'il en avait r ~ 1, 
U,, ..., U,._i, on compléterait le groupe en ajoutant à celles-là une 
autre fonction V. On aurait alors les relations 

(U„V)=--0, .,., (U,_,,Y) = 0, (U;, U,,) — 0, 

et le groupe se l'éduirail à un système en involution. 
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'■jI'l- LEWNS Sun LES liQUATIÛSS .VDX DÙiEVllES rAIlTIELLES. 

Prenons donc un groupe («j, ...,M,.}non cninvolulion,et soit «,11116 
fonction non distinguée du groupe, de telle façon que l'ane an moins 
des expressions {Ui, u^), ..., (wj, ti,) soit différente de zéro. On pourra 
trouver une autre fonction du groupe F (u^, ..., u^ aatisfaisant à la 
condition (ï(.j, F) ^ 1, En effet, cette condition développée sV cri t 



("„ 



ot. on a pour déterminer F une ér[uation linéaire dont le promier 
raembre n'est pas identique ment niil- Prenons pour v^ une intégrale 
do cette équation, de telle sorfe que l'on ait 

{"„ «.) = !; 

je dis qu'on pourra compléter le ;ïroiipe ave:: r — 2 fonctions )ij, ..., 

il'--- vérillanl îos relations 

(ri.,, F) =; 0, (m„ F) — 0. 
Si on suppose que F est une simple fonction dr^ ii^, .,., 11,., ces 
équations s'écrivent 

elles sont évidemment distinctes et forment un système complet, car 

(«„ (»., F)) - («„ (..„ F)) = ((..„ >.,), F) = (1. F) = 0. 

Soient u\, ..., u',.-^, r — 2 solutions dislincles c!e ce système formant 
un groupe d'ordre i" — 2, Les r fonctions u^, u,, u\, .,., u'r-% sont 
indépendantes; en effet, toute relation entre ces fonctions contiendrait 
nécessairement w^ ou ttç, u^ par exemple. Soit 

M«„ «,.«■„■. .,";-.) = o 

cette relation; on aurait 



dn].-. 



! le premier membre se réduit à — -: 
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ciur. su. — TiiÉtiriif: des c;no[;rES. .il.) 

On peut donc énoncer le tliéoréme suivant ; 

Étant donné un groupe (it;, -.., u^) non en inroIuUon, on peut 
toujoufs décoivposer ce groupe en deux autms : un groupa dô 
deux fonctions u^, ti^, telles que (m,, «,) ^z: 1, et un groupe do 
r — 2 fonctions kJ, u'^, .,., u,'-s) en invohttion avec le premier (^). 

Poursuivons la réduction. Si u[, Uj, ..., ît.'.^a est un système en 
involulîon, le gi-oupe proposé est ramené à la. forme canonique 



où X, 13^ jfj, Pj ^^ i(j, pour laquelle on a les relations 

(p„ Xi) ^. 1, (P„ )r;) = 0, (x„ vi) = 0, ■ («;, m;.) = o. ' 

Ri le groupe {u[, iC, ..;, u',.—i) n'est pas en involulion, en lui appli- 
r|uaut le même procéda, on le décomposera en deux groupes 



si (tij, ..., u'.-t) est en involution, le système proposé seri\ ramené à 
la forme canonique 

X,,P^,X,, Pj, ul,u',, ..., ur_i. 

pour laquelle toutes les parenlhiises seront nulle'., sauf (P,, X,) et 
(P,, Xj), qui se réduiront à l'unité. Si (u[, .,., u'_,) n'est pas en 
involution, on recommencera les mêmes opération*;, et, en continuant 
ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à un «ystème en involution, on volt 
qu'on peut toujours mettre un groupe sous la forme canonique 

X„ I\, X,, P„ ..., X,, P^, Xs^„ ..., X„,+„ 



lii'jriilpi. rratrosijuo a, llotolto ÉquiMoii [ormoiif i 
liiiiIcci^siiLk'gmlGs;»! ne pouteiro une fonction (Il 
■,,;) = Oaiiriilcut;aK — 1 intégralos ce 
iliiLiûii Jïcc2« — Sintêeialcsa, ,« 



(Vo\f llàen«iiiac aneli/li/iiie 1= et i^ Mitions Note do M Boitiaoïi ) L ap plient Ion rCpda 
(lu tlii'orÈracdcl'olssonouv diiu\ intiEi»lCS a, Ot 1 (i, a, "m- ) rnuiiiui 2»— 3 mit 

gralcsdisliiicles, si la roiitlicii I un pt ifi piisi d miclinra [julii iiIhr 
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;îll^ Lii(ioxs. srm les /ouations aux iifiiiivSiss i^vnïi]CLi.>;s. 
X,, P^. étant des fonctions indépendantes telles quo toutes les paren- 
thèses (Pi, X,) aient pour valeur l'unité, tandis que toutes les autres 
parenthèses sont nulles. 
Un groupe étant réduit à la forme canonique, les équations qui 

déterminent les fonctions ilistingui'cs TT (Xj, ,.., X^+,,„, P P,^) 

, proiment la fnrmo 

f; = . ^£ = 0. . = .......„; 

toute fonction distinguée se réduit donc à une simple fonction do 
X5+1, ...jXg+ffl. La différence entre le nombre des fonctions distinctes 
d'un groupe (2 g 4- m) et le nombre des fonctions distinguées m est 
donc toujours un nombre pair 2*;. 

En réunissant tous ces résultats, on peut énoncer la proposition 
suivante : 

Timt firoiipc de fonctions peut 6tvc ramené à la forme canonique 

X„Pi, ..., X„P„Xj+„..,,X,^.,„, 

pouv laquelle toutes les parenthèses sont nulles, sauf les 2^nren- 
Ihèses (P(, X,), (pli se réduisent à l'unité. Les fondions disUngiuies 
du groupe sont les seules fonctions de X^+j, ..., Xg+„. 

La différence entre l'ordre du groupe et le nombre défi foncHonn 
distinguées est un noiribre pair. 

129. Etant donné un groupe canonique d'ordre 2q -\- )îî-=;2iî, on 
peut trouver d'autres groupes canoniques renfermant celui-là, en 
particulier des groupes d'ordre "in. Prenons d'abord un groupe 

(A) P(, P„ ..., P„ X„ ..., X„ X,_,„ ..., X,_;.„„ (m :> 0), 

renfermant des fonctions distinguées. Supprimons une de ces fonctions 
distinguées, X,,+ \ par exemple, on a un nouveau groupe 

(P) Pi, ..., P„ X^, ..., X^, X,4.5, ..., X,+„, 

dont le groupe polaire renfermera X^+i et sera de la forme 

(C) X,+i,U., U,, ...; 



yGoosle 



CII.VP. Xn. — TllLOfUK DES CnOL'I'LS. ol? 

il'uilleui'e, X^^.i ii'ost pas iiiii! fonction (.lislingiiée Un gifiii[je (C), 
puisqu'elle H'appartieut pas au gfouptj (B). Ou pourra doue trouver 
dans (C) une autre Ibnetiou P^+t telle que (P^+i, Xj+,) n^ i; 
y./^} ne peut appartenir au groupe (A), car si on avait 

1', + , =: ^ (P„ .,., P,„ Xi, ..., X„ + ,„), 

011 (^u dôJuiruit (\„+,, P,,4.i) — 0. P.»' coiiSL-queiit ks foucliuuï 

(A)' P„ ..., P„, P,^„ Xj, ..., X,+„ ..,, X„+„„ 

roniiont un uolivculi groupe canonique (A)' , l'eut'efiuant le groupe (A), 
ut ayant une l'onction distinguée de moins. 

Eu i-épétant les mêmes opérations sur le groupe (A)' et ainsi de 
suite autant de fois qu'il est nécessaire, on voit que tout groupe cano- 
nique est renfermé dans uu autre groupe canonique qui n'admet 
pas de fonctions distinguées. 

Prenons un groupe de cette espèce 

P„ P„ ...,P,„X„ ...,X„; 

en lui ajoutiUit uue fonction X^+i du groupe polaire, on a un nouveau 
groupe veiit'ennant une fonction distinguée 

P„...,P„X„..., X,,X,..„ 

que l'on peut compléter en ujoutant uue fonction 1\.(.}, lLc i'a<;.on à 
iivoir un groupe canonique de 'iq + 2 termes 

P,, ,,.,P,4 1, X,, ...,X„_.,, 

aans Ibnction distinguée. >Jn cuutinuaiit ainti, on arrivera â un groupe 
canonique de 2iî tonnes 

P„ ..., P„, X„ .. .,'%,,. 

Donc, î'iani donnù un groujiu canonique quelconque 

P„...,P„X„...,X,+„ 

on -pcnt loirjoiirs l,rou')cr d'aulres fonctions P,,+ i, .-., P„, X,,+,„.^,, 
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..., S„ telles que les fonctions 

P„ ..., P„ P,+i, ..., P„, X„ ..., -V™, K,+™+„ ..., X„ 
forment ttn groupe canonique de 2n Icrines. 

130, Les résultais du iJaragfapliepréœdeiiL permettent do riiaoudre 
une question qui est très importante dans la théorie deEf g;roupos. 
Étant donnés deux groupes de r fonctions (w,, ..., w,,) et (u„ ..., u,.), 
dans quels cas pent-on passer de l'un à l'autre par une transformation 
de contact? En termes pins précis, que faut-il pour qu'il existe une 
Irans formation de contact chang'eant u^, ..., u^ eii de nouvelles 
fonctions w^, ..., v.\., qui s'expriment au moyen de Dj, ,.., u^? 

Il est évident d'aboi-d que toute transformation de contact ne change 
pas le nombre dés fonctions distinguées d'un groupe. Par conséquent, . 
le problème ne sera possible que si les deux groupes ont le même 
nombre de fonctions distinguées. Cette condition nécessaire est 
d'ailleurs suffisante. En effet, soit 

p„ ...,jvx., ...,x,+„„ 

un groupe d'oL'dre c n^ 2(jr + m, avec m fonctions distioguées, Nuiiii 
venons de voir qu'il existe toujours d'autres fonctions l\+i, ..-, P,j, 
X,+„,4.„ ..,, X,„ telles que 

ï\, ..., P„ \, ..., X,„ 

sait un groupe canonique. On aura donc les relations 

(X„X,) = 0, (X,, P.), ^0, (P;, rj.) = 0, (P-, X;) = i, 

\m- suite (§ 'ii2), on pourra trouver une aLilic foJic'.itin G {;<^i, lh)i 
telie que les formules 

définissent une transformation de contact. Par cette trauïlonnatioUj 
le gro^ipe considéré sera rameiié à 3a forme 

luUL uulre gi'oiip.; du uiùiir; oiïlio, ^(.yaul L' nirins nuuilirc -m de 
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fondions distinguées, pourra être ramené â celte même forme par 
une autre ti'ansformation de contact et, par conséquent, on pourra 
passer de l'un ù l'autre par «ne tranaformalioti de contact. 

Donc, les seuls invariarUs d'un groupe relativement à toute 
transformation de contact sont l'ordre du groupe et le nombre 
des fonctions distinguées. 

131. Tout groupe à Sij ■+- m termes, renfermant m l'andliuns 
distinguées, pouvant être ramené à la forme canonîiiuo 

P„...,P„X., ...,X„X,^„...,X,+,„, 

contient un système en involution d'ordre q + m, le système X,, 
...jXj+m. D'ailleurs, iî ne peut contenir de système en involution 
d'ordre supérieur à q -h m. Soit, en elfet, (i<„ ..., ^\ un sous-groupe 
en involution du groupe proposé ; on a vu plus haut qu'on pouvait 
trouver d'autres fonctions X,„+j4.i, ..., X„, P^+i, .-., P„ formant avoc 
le premier groupe un groupe canonique 

P,, ..., P,„ X,, ,..,X„. 



Le« i'oiictionii 






<!'i, .-. 


., *., X,„+,.H, . 


.,, X„ 


l'oriiicront un système eai 


nvolutlonitontl'i: 


irdre sera 


On a, par conséquent, 







'I -j- n — q — m ^ )i, d ou '> — '{ + "*■ 

Remauque. ~ Si l'ordre d'un groupe e.st supérieur à n, il est facile 
d'avoir une Umite siipérieure du. nombre m. Soit r l'ordre d'un 
groupe G, 

r = 2f/ + m =:n -^ h] 

G coiilicot un système on involution d'ordre m + q. Donc, on a 

■M -l- (j ^ n, ou 2m -t- 2q^ 2n, 

et, par suite, en retranchant les doux relations, 
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cuiiLeiiii Llitiis un yi'oiipc d'ofUru 2q + iii uvec m fondions distin^'iiécs, 
esige, en géniiral, des intégrations. Soit (^l,, ■..,iii„+„i) le yroiipu 
proposé. On commencera par déterminer m fonctions distinguées Uj, 
..., U„, ce qui exige les opérations m, vi — 1, ..., 0, 2, 1. Prenant 
ensuite une autre fonction non distinguée du groupe, u^ par exemple, 
l'équation linéaire 

(«,,10 = 0, 

uù ou reinpliice F par uue fonetioii de ïi,, ..., 1!^,+,,,, est une équation 
linéaire à ti'j ■?[- «t variables, dont on conuaiL m -h i intégrales w,, 
(J,, ■.., U^- On aui'a une nouvelle intégrale w^ par une opération 
d'ordre 2q — 2. On considérera ensuite le système complet 

(tij, F) — 0, (iL'j, F) = 0, 

dont on connaît m -t- 2 intégraleà u,, -w,, L\, ,.., 1J„„ et ainsi de 
suite. En résumé, on aura un système en invohition d'ordre q + m, 
contenu dans la groupe proposé, par les opéi-ations 

m, ut — 1, ..., 3, 2, 1; 2g — 2, Iq — i, ..., 4, 2. 
132. Arrivons nminlcnaul à l'objet essentiel de ce chapitre. Soit 

(U) /; = «„ -, /', = &, 

un système en invoUttion, qu'il s'agit d'intéf^rer; supposons quu l'on 
ait obtenu, par un moyen quelconque, un certain nonibi'e d'intégrales 
f,, + ], ..., fi; différentes de /,, ,.., f^, du système complet 

(K) (f„f)=o, -, a, 0=0- 

Par exemple, s'il s'agit d'une équation unique /', =: 0, [irovenunt 
ti'un pioblèmc de mécunique, les principes géuérau.'c de la mécanique 
feront souvent connaître un certain nombi'e d'intégrales, autres que /■„ 
de l'équation linéaire {^„ f) = 0. Çonmient peut-on utiliser ces inté- 
grales connues, pour simplifier t' intégration du système en involulion 
proposé ? 

On peut toujours supposer que l'application du théorème de l'oîsson 
à deus quelconques des intégrales fj+i, ..., /j. ne donne pas d'intégi'ale 
distincte de f^, ..., f,.- S'il n'en était pas ainsi, on ajouterait les 
nouvelles intégrales ainsi obtenues aux anciennes, et ainsi de suite. 
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Il suffit donc d'examiner le cas où les t- fonctions f^, ...,/■„, ...,f,Jor- 
meat un (jronpe. Si l'ordre r est ég^l à 2)i — q, on a immédiatement 
l'intégrale générale du système complet (15) et il suffira d une qiiadia- 
ture (§ •122) pour avoir également l'intépiale générale du sj sterne 
en invoUition (14). Nous supposerons, par conséquent, j <; 2ji — g 
Le groupe (Z',, ..., /"„ .... /j.) contient les q fonctions distinguées 
fi> -■■! /îi iiiaia il peut en contenir d'autres. Pout plus de genéialite, 
nous supposerons que ce groupe eoiitient en outre m fonctions 
distinguées, distinctes de/i,...,^ç(m^O). On a %u plus haut (§ 127) 
comment on pouvait toujoura déterminer le nomJjte entier vi par dos 
calculs élémentaires. On aura alors 

r :z^ q + m + 2v, v ^ 0. 

Ce groupû conliciuira un système en iiivoUiUon d'ordre q + m -h v 

f„ ...,[„, tî,, ...,U„, W„ .,.,"\Y.„ 

ot, si on peut déterminer ce syslème, l'intégration du système en 
involution proposé sera ramenée à l'intégration d'un nouveau système 
en învolution de {q + m + v) équations, problème qaii est évidem- 
ment plus simple que le proposé et qui n'exige que les opérations 

2h — Sy — 'im — 2'/, 2n — 2 — 2f/ — 2m — 2v, ..., 4,2, 

et une quadrature, si on emploie la méthode de Jacohi et Mayer. 

133. C'est une circonstance de ce genre qui se présente dans !c 
problème des trois corps. Supposons, pour simplifier, que l'un des 
. corps soit fixe. On est alors conduit à une équation aux dérivées 
partielles de la Ibriue 

U(.%-,^..P, !'.) = «■ 

et le principe des aires fait connaître trois intégrales F,, F„, 1', do 
l'équation linéaire (H, F) :^0. Ces trois intégrales forment un groupe, 
car on a les relations 

(F„ F,) = F„ (F„ F,) = F„ (F„ F,) = F,; 
ce groupe étant d'ordre 'i, sans être on iiivoliition, ne peut contenir 
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qu'une fonction distinguée. Pour l'obtenir, nous avons à oonsidùrer 
les trois équations 

qui se ïùduîsciil il doux équations dialiiicles ot qui udiuetlenl l'intê- 
y l'aie 00 m ui une 

Les tfois équations 

n = a, F, ~ b, F'i + FI + F^ 3;^ c 

tonnent alors un système en iuvoliilion et l'intégration d'un pateil 
sysLème par la méthode de Jacobi et Mayer n'exige que les opéra- 
tions 6, 4, 2, et nne quadrature. 

On aiTÏve â un résultat tout pareil dans le cas général, où aucun 
des corps n'est supposé fixe 0). On a alors une équation du premier 
oiïtre à neuf variables 

H {t., -^BiiJi , i ) = a, 

l les llii-jii. iPi „enerau\ de 1t mécanique loumissent 8 intégrales 
di'iiiïictes de 1 Lqmtion Imoite (H, F) =:; Ces intégrales forment 
un groupe qui contient deicc fonctions dislmguées et qui renferme, 
par conséquent, un «j'ifeme en involntion doidre5. Les intégrations 
necesinres pour déleiminei ce système peuvent être effectuées et, 
en ajoutant I équation H :r= a, on est conduit à un système en 
m^ulution dp si\ eciuitioiis Lus opérations qu'il faudrait faire pour 
achevet le problème sont 1 ne h n n jrdre que daus le cas 
particuliei exammt d al 01 1 

134. Au lieu de déterminer le système eu invoUition d'ordre 
q + m -h •! contenu dans le groupe (/"[, ..., f^, ..., f^), on obtient 

(I) l,ie, ilalhaïKilhchi: Aiuiali'ii. L VIU, {: -iSX. 



y Google 



CIIAP. m. — TUÉOitlE DES GROUriiS. 323 

des s imp un cations équivalentes en dé l:er rainant simplement les 
m fonctions distingiiéea, antres que /",, ..., f^. Soient Ûj, ..., Û^ ces 
m fonctions distinguées et <!>„ ..., 'hri les Sv fondions qui complètent 
le groupe 



Considéi-ons le s 


ystcnie complet 


(A,f) = o, ... 


, {f..n=o, 



dont on connaît m + g intégrales /■,, ...', Û,„; on en obtiendra une 
autre f^+i par une opération d'ordre 2ji — 2m — 2g — 2v. Cette 
fonction /■,+, n'appartiendra pas au groupe, car elle serait une 
l'onction distinguée dans ce groupe, c'est-à-dire une fonction de 
fv ■■■! fi,> Ûi, ..., Û„, et, d'après la façon dont ou opère, i! ne pourra 
pas en^tre ainsi. On sera, alors raracné à intégrer un système en 
invotution 

/, = c„ -, f, = c„ /■,+, = c„^„ Q, = c;, ..., D.,=c;„ 

connaissant les 2v solutions 'l'j, ..., 'K-, du système complet 

(/„0 = o, ..., (j;„,r) = o, (£!„fi = o, ..., (û..,0 = o. 

Nous opérerons de la même façon que tout k l'heure en considénmt 
le système complet 

(A,0 = o, ..., (/:,^„f) = o,.(Q„f) = o, ..., (*,„/)=o, 

dont on connaît m -h q -{- i intégrales. On en trouvera une autre 
pas- une opération d'oixlre 2ji — 2m — 2g — 2v — 2. En continuant 
ainsi, on arrivera, par une opération d'ordre % à un système en 
involution 

fi = Q, ..., /V — 0, 0,— .0, ..., 0,„ = 0, ij. — Il — m — V, 

connaissant les 2v solutions "l»,, ..., 'i';., iln système complet 

ffi,/') = o. -, (/'f,0 = o, (0., /■) = ", -, (II.., /■) = «• 

L'intégration de ce sy.ïtèuie n'esige plus qu'une quadrature. 
En résumé, pour intégrer tm sijstème eu involution 
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32i LErjo.s'y sur les équations aux dérivées partielles. 
connaissant 2v -b m intégrales des équations {f], f) =:= 0, qui 
forment avec f„ ..., f^ un groupe possédant, outre /,, ..., f,^, 
lit fondions distinguées, la méthode précédente eccigeles opérations 

m, m — 1, ..,, 3, 2, i, 
2ji — 27 — 2m — 2v, 2n — 2 — 2(7 — 2m — 2v, ..., 6,4,2. 

La méthode de Cauchy r/énéraliséc exige les opérations 

2;i — 2fï — m — 2v, 'i?)i — 2</ — m — 2v — 1, ..., 0,'J,-1. 

Considérons en particulier le cas d'une seule équation 

A («„ -..,!«.,?„..., y.) = c„ 

et soient 'l>j, ...,<I>s., + ijides intégrales connues deTêqualion (f^ ,/') ::=0 
qui forment avec f^ un groupe renfermaut m fonctions distinguées 
sans compter f,. On a plusieurs cas à distinguer, suivant que ie 
nombre 2v + m est inférieur ou supérieur à n. 

1" Soit 2') + m ■<: n- — -l ; on aura aussi m <: n — -1 ot, par 
conséquent, 

2v + 2)iî -< 2)1 — 2, 
L(3s nombres 

m, m — 1, ..., a, 2, -J, 
2w — 2 — 2v — 2i)i, 2»î — 4 — 2v — 2m, ..., 

seront respectivement plus petits que les nombres 

2,1 — 2 — 2v — m, 2)1 — 3 — 2v— m, ..., 3,2,1; 

la nouvelle méthode est plus simple que celle de Caucby. 

2° Soil 2v + m:=n — 1; si v =^0, les fonctions f„ 'I',, ..., 'I'„_i 
forment un système en involution et l'intégration est lerniinée imnié- 
Jiatement par la méthode de Jacobî. Si ■* :>- 0, on aura r)i :^n — '3, 
2') + 2m ^2(1 — -4 et, par suite, 2n — 2'* — 2m — 2 >-0. La 
méthode est encore plus simple que celle de Cauchy. 

3" Soit 2v + m^n. On verra encore que la nouvolio métliode 
est phis simple que celle de Caucby, à moins que l'on n'ait 

dans ce cas, le groupe (/",, <!>,, ,.., iT>ï., + »,) contient un sysLf'me en 
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itivoUition d'ordre ■/ 4- m + i ^^n et nous verrons jitus loin tiu'il 
suffit alors d'une quadrature pour achever l'intég^ration. 

135. Les méthodes précédentes supposent que l'on a déterminé 
préalablement los fonctions distinguées du groupe (/,, ..., f,j, ..., f^). 
M. Lie est revenu sur ce sujet dans le tome XI dos Mathematisclip. 
■Amialen, et a montré que celte déterminalion n'était pas nécessaire. 
La méthode générale à laquelle il est parvenu ainsi parait atteindre 
le plus grand degré de simplification possible. Nous établirons 
d'abord un certain nombre de propositions préliminaires. 

Soient Z, Xj, ..., X„, P„ ..., P^ 2«t .+ 1 fonctions quelconques 
des 2n 4- 1 variables indépendantes z, Xi, Pt, dont les différentielles 
satisfont à la relation 

(-16). dZ-^F^dH^— ...~-ï\dK„,=:?(dz-~p^dx,~...—p„dœ„), 

où p est une fonction des variables c, Xj, p/. qui n'est pas nulle. Le 
nombre entier m ne peut être inférieur à n, car, si on a entre les 
variables z, x,, p,. les m + 1 relations 



où a, a„ ,.., c*,„sont des constantes quelconques, on aura entre les 
différentielles la relation 

dz — pi dxi — ... — p„ dx^ — 0, 

ce qui exige {§ 89) qu'il y ait au moins n + 1 équations distinctes 
entre les variables. On a examiné en détail, dans le chapitre précédent, 
le cas où m = n. Supposons maintenant m>:n. Quelques-unes des 
démonstrations données au 1 105 subsistent sans modification. Ainsi, 
en supposant que les différentielles dz, ds;^, ..., dx,^ soient liées par 
la relation 

dz — Pi ri.f, — ... — p,i dx„ ^: 0, 

on aura d'abord 

/ ,,, dX,^ rfX;^ âK, , ÔK: , 

d\i = -;— dx. + ... -t--5 — dx„ + - — dp, -h ... + ---dp., 
1 dx^ dx„ dp^ dp,, 

(-17)' ^ dP,^ dP; , ^^ -■'^ 

^ ' \ dp, zir-- — dx, -h ... -H —dx, - 
! ((X[ ax„ 

[ (i = 1.2. , 
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On démontrera ensuite, on reprenîtiit les (:a!r,iils qui onl. é\i: UAh à 
la pag:e 270, que l'on n encore 

"Pi oPi "Fi àpi 



(18) 



f — pdjJji:=-T— î dX, 



dP, dX, 



dtCj 



tt éUiit une fonction quelconque de z, x^, p^, si on remplace rfa;,-, 
dpi par les valeurs précédentes dans la formule qui donne du 



il vient 



(19) 



( P" 
( 



I.+^-d,,, + .. 


■ + jj;Jf« 


..■ + [P,.,"]ciX,. 




[X„ „] dP, - ... . 


- [X,., u] dP.. 



Si lîî es! plus g'rund que n, les 2m fonctions X^, Pj, ne sont plus 
indépendantes et on ne peut pas conclure de cette relation qiio les 
crochets [X,, X^] et les analogues soient nuls en général. 

136. Considérons maintenant une identité de la forme 

(20) dU + F, ((/■,+ ... -{-F^df^=p, dœ, -h ... +P„dx„ (>■>:»), 

où 0, F(, /■(, sont des fonctions des 2n variables x^, ..., x„, p^, -■■.!'„- 
Celte identité peut se ramener à la forme (16) en l'écrivant 

d{s — U) — F, df^~...~F,.df,.=::d:—p,dx^■~ ,..— ;)„d:r,„ 

et les formules (18) et (19) deviennent ici 



(18)' 



Op; api 



et 

(19)' 

V étant une fonction quelconque des vambl( 



( d« = (p„.i)df, .h... + (F„.i)(i/:. 

t ~ (A, •') f'n - - - (A, «) <iF„ 
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Les équaUons (18)' prouvent que, parmi ,les 2)' fonctions F;, f^, il 
y en a toujours 2n d'indépendantes. S'il n'en était pas ainsi, tous les 
déterminants d'oindre 2îî contenus dans le tableau rectangulaire 

dpi df^ dp, ôp^ 

seraient nuls, et des relations (18)' on pourrait déduire une relafion 
linéaire entre les différentielles dx^, dp,,, ce qui est évidemment 
impossible, puisque les variables Xi, p,, sont indépendantes. Nous 
supposerons de plus, ce qu'on peut toujours faire, que les fonctions 
f^, ..., fy sont distinctes. 
Cela posé, on a le théorème suivant : 

Si on a une identité de la forme 

(20) riU + F, d^, + ... +F,,df,.=p^dx^ + ... + j3„ dœ„, 

où /■,, ..., f,. sont r intégrales dîsttjictes dit système complet 

m (j„n=f>, -, (f„n=o, «^ (r„fd=o, (i,k=i,%...,,), 

Fg+i, ..., F y donnent les autres intégrales de ce système complet 
et on a les relations 

(22) K, = -n] = o, ..., K,5-u] = o. 

Si dans l'identité (19)' nous remplaçons m. par f,, il vient 

df, = (F„ f,) df, + (F„ a df, + ... + (F,, Q df,, 

et, puisque par hypothèse !es fonctions /",, ..,, f, sont indépendantes, 
on a les relations 

(F„A) = 1. tt,F,) = 0, ..., (f„F,.) = 0. 
En remplaçant de même it par f,, .,., f^, on en conclut que F,+ ,, 
..., F,, sont des intégrales du système complet (21). D'un autre ecité, 
parmi les 2)' fonctions F,-, f^, il y en a toujoure 2n d'indépendantes; 
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donc, parmi les fonctions/',, ...,f„F^+),...,F„ il y en aura ioujoiirs 
2)1^ g d'indépendantes. Elles donneront, par conséquent, l'intégrale 
générale du système complet (21). 

Pour oitenir les formules (22), remarquons que l'identité (20) 
équivaut aux Su relations " 



(«, = 2 r<|^ 



àpi à Pi' 



Remnlacons - — - 1 par leurs valeurs tirées de ces formules dans 



et on voit fie même que l'on iuira 

K, 5-ui = o, ..., [/:,. = -u] = o. 

137. Nous avons encore besoin de connaître la solution du proMème 
snivant ; Étant données r fonctions f^, ..,, /^ des variables rc,-, p(., 
telles qu'il existe d'autres fonctions Y^, ..., F^, U, donnant lieu avec 
les précédentes à l'identité (20), comment ohtiendra-l-on ces nouvelles 
fonctions U, F,, ..,, F,? 

Prenons pour nouvelles variables indépendantes f,, ...,f^et2ji — r 
quantit&s «,, w^, ..., Wî„_,., formant avec /■,, ..., f,. un système de 2îi 
fonctions distinctes. La relation (20) devient 



2:2»<)f""=-5: 



Vb 



(25) 
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et elle peul 6lre remplacée par les 2n relations 
(? U ^-1 à X,. 

Des formules (26) on déduira U par une quadrature, en supposant, 
])ien entendu, que le problème soit possible, et on aura ensuite F,, . . ., F, 
au moyen des formules (27). Remarquons qu'on peut toujours ajouter 
à U une fonction arbitraire de/',, ..., /j,; ce qui était évident «pmi'i. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Soient fi, ,.., f^ des fonctions connues de x^, ..., x„, p,, ..., p„, 
toiles quHl existe une relation de la forme 

(20) dV -H r, df^ + ... + F,. df,^p^ dxi + ... + p„ dx,; 

U s'obtient par •une- quadrature, et on a ensuite F,, ..., F^ j>«r des 
différentiations seulement. 

X38. L'application de ces résultats aux oquations aux dérivées 
partielles conduit à l'important théorème ci-dessous, 

Thï;orème. — Soll 

(28) /,r::C., ..., f, - C„ 

un système en involution, et soient /'j, ..., f,„ ..., f, r intégrales 
distinctes du système complet 

(29) (f„n = o, ..., {f„n=o; 

s'il existe d'autres fonctions F,, ,.., F,, U, telles que l'on ait 
la relation (20), l'intégration du système (28) n'exige qu'une 
qttaâmttire. 

En effet, nous venons de voir qu'on aura" par une quadrature les 
fonctions U, F,, .i., F,.. Les (onctions f^, ..., f., F^^.,, ,.., F,, donne- 
(■ont l'intégrale générale thi système complet (29) et U sera une 
intégrale des équations 

[/■„ = -IJ]=0, .... lf,,-.-\J\ = 0-, 
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o;i uLiia donc 2h. — q + 1 inU-gralos dislinctes du sysLème complet 

K,.i.] = o, ,.., K,*] = o 

et la méthode de Gaucby généralisée (§ 94) nous fournira par des 
éliminations une intégrale complète du système en involution (28). 
Ce théorème donne une réelle importance à la question suivante : 
Connaissant les r intégrales f^, ..., f^, ..., f^ du système com- 
plet (29), comment reconnaître si on peut trouver d'autres fonc- 
tions Fj, ..., Fr, U, telles que l'on ait la relation ('iO)? Nous suppo- 
serons que l'application du théorème de Poisson aux intégrales 
connues ne donne pas d'intégrales nouvelles, c'est-à-dire que les 
fonctions /j, ,.., f^, ..., f^ forment un groupe. Pour qu'il existe une 
relation de la forme (20), il faut et il suffit que ce groupe renferme 
un système en involution d'ordre n. 

D'abord, il est clair que la condilion est suffisante; en effet, si elle 
est remplie, le groupe (/■„ ..., /j, -.., f,.) peut être ramené à la forme 
canonique (§ 12S) 

P„ ..., P„„ Xj, .,., X„, 
et on a une relation de la forme 

p, dx, -h ... -I- J3„ iLr, ™ Q, rfX, -h ... -h Q„rfX„ -H d\'; 

comme X,, ..., X„ sont des fondions de f„ ..., f, cette relation peut 
aussi s'écrire 

p, dx, -t- ... -h p„ dx„ — F, df^ + ... -H F,, df. 4- rfV. 

Inversement, si on a une identité de la forme (20), les fonctions /■,, 
..., f eng'endrent un groupe qui renferme un système eu involution 
d'ordre n. Soit 

P„...,Pj, X„..,,X„ (S s, .g»), 

la forme canonique do ce groupe ; la rotation (20) pourra s'éerii'e 

'^p,dx^ = y ^,dX,+'^h^dP: + dY. 

On peut trouver d'autres fonctions P|^ + i, ..., P,i, X^+i, ..-, X„ telles 
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c[uc ](• pTOii]in 

P,, ..., P„, X„ ..., X,„ 

soit un groupe cai]onir|iie et on a par couséc[iient 

V p^ dx, =■- P, r;\\ + ... + P„ (/X„ -I- (?W. 
En rctrancliaiii ]es deux' idenlilos monibro à memhrp, il vient 

I p, .ix, =2 '^' ''^■' +2 !>' ''P' + '' (^' - ^^'). 

or, une telle identité est impossible, si a < n. Car, en prenant X„ 
..,, X„, P,, ..., P„ pour variables indépendantes, on. aurait les deu.'i 
ér[nalions inconipalihles 



()__{V --_W) _ à (Y — W) _ 



:0. 



Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, qui n'est rjn'tme 
autre forme du théorème précédent : 

Etant donné un sijstkme en invohUion 
si 0» connaît r intégrale? f,, ..., f„, ..., f,. du systîimn complet 

a, = 0, ..., (f,.f)=o, 

formant un groupe qui renferme un système en involution d'ordre 
n (ee qu'on peut toujours reconnaître par des opérations élémen- 
taires), l'intégration dit système en involution proposé se ramène 
à une quadrature. 

139. La proposition de Jacobi sur le dernier multiplicateur n'e.^t 
qu'un cas particulier de ce théorème. Soit /, =^ C^ une équation 
unique; l'équation linéaire (f„ f)^0 admet, outre f,, 2n — 2 inté- 
grales distinctes. Supposons qu'on ait obtenu toutes les intégrales, 
sauf une, et qu'on ne puisse obtenir cette dernière intégrale par 
l'application du théorème de Poisson; alors les înléj^i'aJes conmies 



y Google 



'■yi2 hvr.oy:à suri les lqu.u'ioxs aux déikvi^es pautillli:^. 

A> /î' ■■■' /ï"-a forment un ^l'oi-ilio (l'ordre 2n — 2 dont la ibrino 
canonique sera 

P„ ...,P^, X„ ...,X„ (a + ^ — 2!i — 2); 

comme le groupe contient une fonction distinguas f^, ^ sera inférieur 
à a et on aura forcément a := n. Les intégrales X,, ...,Xi formei'ont 
donc un système en involution d'ordre n. Par conséquent, d'après 
le théorème précédent, on pourra obtenir la dernière intégrale de 
l'équation (f„ /') ^^ par une quadrature. 

La proposition précédente va même plus loin que la théorie de 
Jacobi. En eûet, une quadrature unique nous donne à la fois une 
intégrale complète de l'équation f^ = Cj et la dernière intégi'ale de 
l'équation (/■,, f) := 0. En employant le (iernier mnltipîicateur, une 
fois la dernière intégrale de l'équation {/■[, f)^0 olitenue par une 
quadrature, il faudrait encore ime quadrature pour avoir une inlé- 
grate complète de l'équation f, ^= C^. 

140. Voici maintenant comment on pourra se servir des intégrales 
connues pour simplifier l'intégration. Soit toujours 

(-28) A = C„ ..., f,=:C, 

le système en involution proposé, et soient f, ■,..., f^, f,i+^, ..., /^, les 
intégrales connues du système complet 

(2!>) {n,f) = », -, lf„f) = 0: 

nous supposons que cas intégrales forment un groupe qui admet, 
outre f,, .... fj, m fonctions distinguées Q,, ..., Q„, d'ailleurs incon- 
nues. On a vu plus haut (§ 127) comment on pouvait obtenir, par les 
calculs les plus élémentaires, un système d'équations linéaires 

(30) B, (f) ^ 0, ..., B,, if) = 0, ..., B,^,„ {f) =. 0, 
équivalent au système complet 

(31) (/■„/) ^0, ..., (Uf)^0, {Q„f)::^0, ..., (Û„„f)^0. 

Il suffira, par exemple, de poser 

B,(0 = (f„/), ..■, l\(f) = {f„f), 



y Google 



CïlXF. XII. — TIIMOniE DES GROUPES. ,)J,) 

cit tic former ensuite les équalioiis de la forme 

ijiii atlmettent lesiûtégrales ^,+1, ,.., f,. Il existe m équations dis- 
tinctes seulement satisfaisant à ces conditions; on les prendra poiii' 
B.*.(ft ••■,»,+. (0- 

Le système (30) ainsi obtenu admet les (■intégrales/',, ...,/],,..., f/, 
on en oLtiendra «ne nouvelle intégrale par une opération d'ordre 

2}( — g — VI — T, 

on, en icmarijoant que la différence )■ — q — m est un iionilire 
pair '2v, pai' une opération d'ordre 

2n — 2f^ — 2m — 2v. 

Soit il, une inlégi'ale du système (30); deux cas peuvent se pré- 
senter. D'abord, il peut arriver que les fonctions /,, ..., f,, ..., fy, iji, 
forment un groupe; les fonctions f^, ..., f^, Û,, ..., 0,„ seront des 
fonctions distinguées de ce groupe et, comme la différence r -\- i 
— q — m n'est pas un nombre pair, ce groupe admettra une fonc- 
tion distinguée de plus Q™+i{i). On est donc conduit à un problème 
de même forme que le premier, lès nombres r et m étant remplacés 
par r + 1 et ]« M- 1. On formei'a comme tout à l'heure un système 
complet 

B,(/) = 0, ..., B„.,.,.,(/) = 0, 

équivalent au système 

(/',. = 1), ..., «.0 = 0, (!!„/) = «, ■■■■ (fi.,4,.0 = 0, 
dont on tonnait r + 1 intégrales; la recherche d'une nouvelle into- 
fc'rale exigera une opération d'ordre 



L'ordre de cette opération est, comme on voit, inférieur de deu.v 
unités à l'ordre de la première. 



(1) Lo nouveau gronijc 110 [>Dal conlcpir plus de jju + n foiictious distinRtiéos- B'iiprèii la 
tiu.vin mèmodouton caloulD lo nombre des fouctions distinguÉos d'un groiipo, on toil, en 
cita, ijuc, si un groupe' d'ordro r cenlicnt m fonctions disllngufics, un aous-groupe d'ui'di'c 
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Il peut arriver que les fonctions f,, ..., f,., ô, ne forment pas un 
groupe. Alors l'application du théorème de Poisson nous donnera 
d'autres intégrales Aj, ..-, i|i,. Dans le groupe ainsi obtenu {f,, .,., f„ 
^li ■■■) W 'ss fonctions /",, ..., f^, Q,, .,., £},„ sont des fonctions 
distinguées, mais il peut y en avoir d'autres Q^+i, ■■■,Çi„i+„,'- Le 
problème a encore repris la forme primitive, sauf que )■ et m sont 
ï«mp!acées respectivement par )• + s et m -H fw'. L'opération sui- 
vante sera d'ordm 

2n^(r + s)-(4 + m + m-}, 
et, comme s est au moins égal à 2, cet ordre est inférieur d'au moins 
deux unités à celui de la première opération. On verra de même que 
l'ordre de la troisième opération sera inférieur d'au moins deux 
unités à celui de la seconde, et ainsi de suite. 

Supposons que de cette façon on ait obtenu assez d'intégrales 
(fl^ ■■■■> f}) poil' q'^s le système complet 

où Q,, ..., Û(* sont les fonctions distinguées, autres qne /j, ..., f^, du 
groupe {/■[, ..., f^), n'admette pas d'autres intégrales que /",, ..., fl- 
On aura dans ce cas 

^2n—q + ^. H- p, 

DU, en posant p — q — ;'. ^= 2!, 

n = q -h i;. -i- t. 

Le groupe (f^, ..., f-) contient alors un système en involution d'ordre ra 
et, d'après le théorème général démontré plus haut, l'intégration du 
système (28) n'exige plus qu'une quadrature. 
On ^eut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème. — Étant donné un sijstènic en involiition 
si on connaît r intégralu^ f^, ..., f,. du aijstcmD complet 

(/;,n = o, ..., (;;,n = o, 

formant ttn /^voiipe qui acUnat, outre f^, ..., f\, m fondions dhtiii- 
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guéss inconnues, V intégration du système en invohiiioit proposé 
n'exige, dans les cas les plus défavorables^ que les opérations 

2n — q — m — r, 2n — q — m — r — 2, ..,, 6, 4, % 

et une quadrature. 

Toutes CCS opérations sont d'ordre pair ci l'ordre diminiu; 
d'au moins deux imites quand on passe d'une opération à la 
suivante. 

141. Pour doniieriin exemple, supposons que l'on ail imeéqualîon 
unique 

f {x^, ..., x^^iPf, ..., p,o) ~ Cl, 

et que l'on connaisse 7 intégrales ©„ ç,, ...,ç, de l'équation (f, ç) = 
formant avec f un groupe d'ordre 8. Plusieurs cas sont à dis- 
tinguer ; 

1° Ce groupe admet, avec/", une autre l'onctiun distinguéû; l'inté- 
gration exige alors les opérations 

10, 8, 6, 4, 2; 

2° Le groupe renferme -i fonctions distinguées. Ou a à eflectuer 
les opérations 

8, 6, 4, 5; 

3° Le groupe renferme 6 fonctions distinguées. Les opérations 
nécessaires sont d'ordre 

6, 4, 2; 

'l' Enfin, si le groupe est en invokition, l'emploi de la méthode de 
Jacobi exige les opctations 

4, 2. 

L'emploi de la méthode de Cauchy, combinée avec le dernier mulll- 
plicateiu', nécessiterait les opérations 

il, 10, 9, 8, ..., i, 3, 2, 

et dïus quadratures. 

Supposons encore que l'on c^mnaisse S intù^'rales :;>,, ..,, i.^ do 
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ruquaiioii {f, ç);z;0, formant un groupe avec /■. Tous les cas possibles 
sont résumés dans le tableau suivant : 



Lo groupe cooLicul 1 fontlion. ilistiii! 



4, '1 
4, 2 



RiiiiARQUE. ^ On voit, sur cet exemple, que la r 
8 intégrales de l'équaliou (/', ç) — ne donne pas de plus fçrundos 
simplifications que la connaissance de 7 intégrales seulement. C'est 
là un fait général, que l'on vérifiera bien aisément d'après les 
développements qui précèdent : si on connaît toutes les solutions, 
sauf 2m + i, du système complet 



(/•„ /•)=», 



{f.,n=o, 



(fi, r.) = 0, 



le problème de l'intégration n'est pas plus difficile que si on 
connaissait toutes les solutions, sauf 2m. 

142. Equations homogènes. — Nous allons maintenant nous 
occuper des équations homogènes et de degré zém par rapport aus 
variables pi, ..., p„. Ce cas particulier est important à considérer, 
car il se présente toutes les fois que l'on a des équations du premier 
ordre dont on fait disparaître la fonction inconnue par l'artifice de 
Jacobi. Soit donc 



m 



= G,, 



N, 



-G, 



un système en involution de q équations distinctes, où N,, ..,, iV^ 
sont des fonctions homogènes de degré zéro des variables p;. (D'une 
manière générale, on désignera par la lettre fl une fonction homogène 
de degré quelconque, par la lettre N ou X une fonction homogène de 
degré zéro, et par la lettre P une fonction homogène du premier 
degi'é; i! s'agira toujours, dans la suite, d'homogénéité par rapport 
aus Pi-) La méthode de Gauchy généralisée ramène l'intégration du 
système en invohitJoa (,3'2) à l'intégration du système complet 
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et, comme z est une solution de ce système, il suffira d'intégrer le 
système complet 

(34) (Ni, 1>) — 0, ..., {N„ *) = 0, 

pour avoir iiiie intégrale complète du système (32) sans aucune 
quadrature. 

On peut enrare simplifier l'intégralioo. Posons, d'une manière 
■féncraie, 

M(F)=p,|i + ...+,.|I^ = [F,.], 

et soitHuiie fonction homogène de degré S, de façon queM(H)^;s.H. 
Appliquons la formule générale de Mayer aux trois fonctions z, H, F, 
les deux dernières ne renfermant pas z; il vient 

[[H, F], z] + [LF, .], H] + [[z, li], F] = [F, H], 

ou, en posant [H, F] = A (F), 

(35) M (A (Fj) - A (M (F)) ^ (s - 1) A (F). 

Par conséquent, si K esf une solution de l'équation (H, F) == 0, où 
H es( une fonction homogène, M (K) sera une intégrale de la 
même équation. 

La même formule (35) nous montre aussi que l'on peut ajouter 
aux équations (34) la nouvelle équation M (<I>) = 0, sans cesser d'avoir 
un système complet (*). Le nouveau système 

(36) (N„ *) = 0, ..., (N„ <î>} = 0, M (<I>) ^ ■ 

admet In — ^q —1 intégrales, autres que Nj, ..., N„ que l'on 
obtiendra par les opérations 2h — 23 — 1, 2)1 — 2^ — 2, ...,3,2,1. 
Soient O,, ...,<I)3„_3(,_i ces intégrales; toutes les parenthèses (0;, Oj) 
seront des intégrales du système (34) et, comme ces parenthèses sont 
homogènes et de degré ™ 1, elles ne pourront être des fonctions de 
N„ ..., Nj,, «II,, ..., <I'a„_!5_i- En ajoutant une de ces parenthèses, 
différente de zéro, aux intégrales déjà connues, on aura l'intégrale 

1'} Si ré(|Kation M ($1 ^ êloit une consÉqucnce des équallons (Si), les 3n — v 

iiilteralesdocesïSliiino * , *g„_5 semieiit des lonetloiis hoiiiogèiies d'ordie zéro. Les 

parenthèses l*(, *t). fi>ii sontliomogènes et lie dogré —1, devniieiit Èlre identique meut 
nulles. On aurait donc 2«~i( i b, ou f 511, et nous supposons c -: w. 
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générale de (34), Le procédé ne serait en défaut que si toutes les 
parenthèses (*;, *i) étaient nulles. Ceci ne peut arriver que lorsque 
les fonctions N; et $,, forment un système en involution d'ordre n, et, 
dans ce cas, l'intégration est immédiatement terminée par la méthode 
de Jacobi, 

Poui' intégrer le système (32) par la méthode de Jacobi, on 
commencera par chercher une intégrale N^+i différente de N,, ..., N^ 
du système (36), ce qui se fera par une opération d'ordre 2n — 'iq 
— i. On cherchera ensuite une intégrale du système complet 

(37) (N„ $) = 0, ..., (N,+i, *) = 0, M (*) 3= 0, 

différente de N„ ..., N,+i, ce qui exige une opération d'ordre 
2ii — 2q — 3, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait obtenu un 
système en involution de n fonctions distinctes d'ordre nul N,, ---, N„ 
..., N,. Cela fait, on aura sans difficulté n fonctions P,, ..., P„ 
donnant lieu à l'identité (g H-i) 

V^ rfN, -h ... + P„«:N„ = p, dx^ + ... 4- p^dx„, 

qui peut encore s'écrire 

dZ — P, rfN, — .,. — !'„ rfN„ = rfî—j3,rf.Xi — ...~r,dx,, 
où Z = z. 
Les équations 

z — a, N, =3C„ ..,, N„^C„ 

donnent, par conséquent, une intégrale complète du système proposé. 
On est maintenant conduit à se demander quel est le meilleur 
moyen de simplifier l'intégration quand on connaît un certain nombre 
d'intégrales du système complet (34). Il nous faut, pour cela, cnlrer 
dans quelques détails sur la théorie des groupes homogènes. 

143. Un groupe d'ordre r est dit groupe homogène s'il contient 
r fonctions distinctes homogènes H,, ..,, H^. La théorie de ces groupes 
spéciaux repose sur la pi-oposition suivante ; Si K est une fonction des 
vai-iahlos Xi, p^, appartenant à un groupe homogène, M (K) appar- 
tient au même groupe. 

En effet, soit (H„ ..., H,.) un groupe homogène ai K une fonction 
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app.u'tuiKuit il ce groii()e, K = û (H,, ..., H^). Des relations 
M(H,):^S.H;, (i=: 1,2, ...,)■), 

ou déduil., en iriiiUi|il!auL par -~ ni ajoutant, 

*' W =1 MI. J| =%(".,. ...Hj. 

Tiédiiroquement, si un groupe d'ordre r contient r fonctions 
distinctes Kp ..., K^ telles que les expressions M (K;) soient des 
fojictions de K;, .,., K,. seulement, ce groupe est homogène. 

Soit 

M (K.) = 0,. (K„ ..., IV), (i — 1,2, ...,)■); 

si toutes les fonctions Qj sont nulles, les fonctions K( sont homog'ènes 
et de degré zéro. Si l'une au moins des fonctions Û^ n'est pas nulle, 
on pourra trouver r fonctions distinctes appartenant au groupe, 
homogènes et du premier ordre. En désignant par $ une fonction 
de K,, ..., K,,, l'éfjuation M (<I>) = «I» peut, en effet, s'écrire 



E^ «.(......,« = *. 



et on a pour déterminer 4> une équation linéaire à )■ variables indé- 
pendantes avec second membre, qui admet, par conséquent, r inté- 
grales distinctes. De là se déduisent diverses conséquences : 

i" Les groupes liomogt;nes se divisent en deux classes, suivant 
qu'ils admettent r fonctions distinctes homogènes d'oi'dre nul, ou 
non. Dans le premier cas, toutes les fonctions du groupe sont d'ordre 
nid; on peut le repi^ïsenter par (N^, ..., NJ. Dans le cas contraire, 
on peut loujoni^ tromei, par des divisions et des élévations de 
puissances convenables, i — i fonctions distinctes du groupe, qui 
soient homogènes et doidre 0, et une autre qui soit d'ordre 1, par 
evempk, de sorte que le groupe aura la forme {N^, ..., N,._], P). 
Si toutes les fonctions •'ont d'ordre nul, le groupe est nécessairement 
en mvolution, car les parenthèses (Nj, N^) devraient être d'ordre — 1. 

2" Les fonctions communes à dviu: groupes homogènes forment 



y Google 



340 E UR s D P 

un g le 1 oj e i. L e t to t I 

groupe le e t le ème le "Vr (L) 

3 Ela t bnn e lotosqelomel Ils aJI 

Xi,l ma no quo f et te lèse p e ons M (* ) «t ("S *) 
Ajo to a X f 1 t tout celle 1 ces exp e on qu ne 
s'e\p ent [ mojen d f net on <E> elles n ême On obt ent 

ain no e j t e le + a to t on d st ctes * ^ 

..., P u le j elles o pe t eon ce les oô e [ to 
En cont n ant Itl inl aja eanouie 

homo ene Le f t o 4» I> d 1 l Ion n ^ o 1 

hor Opè e 

4: Le g oupe jol e Ju j o pe 1 o no je e t I o oge e Isu t 
(H, H)!eoO]; ).o)oe&let e ni^g île du ystèue 
con [ I t 

(H„'I>)z^O, ..., (H„, 'l>)i=0, 

il eo csl de même, d'après la Ibrraulc (35), de M (K) ; ce (|iii snClit 
pour établir k proposilion. 

144. Il résulte aussi Je là que les fonctions distinguées d'un 
groupe Jiomogène forment un groupe homogène. Car les fonctions 
distinguées d'un groupe sont les fonctions communes à ce groupe et 
à son groupe polaire. Soit (H,, ..., H,._„ H,.) ua groupe homog'ène 
renfermant m fonctions distinguées. Deux cas peuvent se présenter ; 
ou bien toutes ces fonctions sont d'ordre nul, ou bien elles ne sont 
pas toutes d'ordre nul. Il est facile de distinguer ces deux cas. On 
obtient le nombre des fonctions distinguées en cherchant le nombre 
d'intégrales communes des équations 

(H„<1')=^0, ..., (Il,,, <!')=: 0, 

où on suppose que <li ne dépend que de l!i, ..., H,,. Si ces équations 
se réduisent à )' — m équations distinctes, par exemple aux r — m 



(38) (lîi, -iO^O, ..., (H,_,„*):=0, 

le groupe admet m fonctions distinguées. Pour avoir les fonoiion 
distinguées d'ordre nul, il faudra Joiudru aux équations (38) 1 
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m a (*) =i II M (",) =1 Ml, Il = 0. 

Si l'équation (39) est ime combinaison linéaire des équations (38), 
toutes les fonctions distinguées sont d'ordre nul. Si l'équation (39) n'est 
pas une combinaison linéaire des équations (3S), les équations (38) 
et (39) fornaent un système complet dont les m — 1 intégrales 
communes donnent m — i fonctions distinguées d'ordre nul. Les 
éqdiiliong (38) admettent une autve intégrale cOinniLUie dont l'ordre 
pourra èti'e pris égal à 1 par exemple, 

145. On' a vu plus liaut (§ 128) que tout groupe pouvait être 
lampne a une forme canonique Pj, ..., P„, X„ ,.., X^, où toutes les 
paientlieses sont nulles, sauf les parenihèses (Pj, X;) qui ont pour 
valeur l'unité. Dans le cas des groupes homogènes, on peut de plus 
supposer que les fonctions X;, P; soiit homogènes, d'ordre et 1 
respectivement. Prenons, en effet, un groupe homogène; s'il est eu 
involution, on peut prendre pour, forme canonique X^, ..., X„ ou 
P,, ..., P^, suivant que toutes les fonctions du groupe sont d'ordre 
nui ou non. Considérons en second Heu un groupe non en involution 
(Nj, ..., N,._i, P). Toutes les fonctions N^, ..., N^„i ne peuvent être 
distinguées; suppo.sons, par exemple, que N, ne soit pas distinguée. 
On pourra alors trouver une fonction F du groupe, du premier ordre, 
telle que (F,N,) — i. Soit, en effet, F — P J; (N^, ..., N._,); '^ 
condition (F, N,) ^^ 1 développée donne 

(P,N,)t+'2P(N„N,)||-=l: 

les fonctions (P, NJ et P (N;, Ni) sont des fonctions du groupe 
d'ordre zéra el, par conséquent, s'expriment au moyen de Nj, ..., N,._i 
seulement. On aura doue, pour déterminer i^, une équation linéaire 
à ]• — "1 variables. Soit P, une valeur de F ainsi obtenue; le groupe 
proposé se trouve décomposé (§ 128) en un groupe d'onlre 2 (N^, P,) 
et un groupe d'ordre r — 2, itj, ..., tt^-a, eu involutioa avec le 
premier. Ce groupe (u[, ..., i(^_a) est encore homogène; car, si 
ii\, ..., i'2n-r) <^sl le gTO'.ipQ polairo di[ groupe proposé, le groupe 
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(Nj, Pp Dj, ,.., t!2,_.,.) est homogène et son groupe polaire est pri^ui- 
sément {u\, ..., ul„^. Si ce nouveau groupe n'est pas en învolution, 
on recommencera les mêmes opéralions, et ainsi de suite jusqu'à ce 
qu'on arrive à un groupe en iiiïolution. Tout groupe homogène peut 
donc être ramené à la forme 

p„s,, ..., i^x,,, u„ ..., u;„, 

où le groupe (U,, ..., U^) est un groupe homogène en iiivolution. Si 
toutes les fonctions de ce groupe sont d'ordre nul, on peut l'écrire 
Xg+i, ...,S5+„; sinon on peut le mettre sous la forme P^+i, ...^Pj^.™. 
En résumé, tout groupe homogène d'oi'dre 2g + m, renfet-mant 
m fonctions distinguées: iJ^^'* â'»'" ramené à la forme canonique 

(A) X,,..,, X,, X,^„ ...,X,+,„, P,,..., P„ 
(iir. à la forme canonique 

(B) S„ ..., X„ P„...,P„ P,4-i, -•■,ï'<,^m, 

où X', Pi, sont des fondions homogènes, d'ordre U el 1 respeclke- 
ment^ satisfaisant aux relations 

{\„ X,) =3 0, (X,, P,) = 0, (P,-, Pi) H^ 0, (P;, X;) = 1. 

La forme (A) convient aux groupes donl toutes les fonctions 
distinguées sont d'ordre nul, la forme (B) aux groupes pour 
lesquels il n'en est pas ainsi. 

On démontrera comme plus haut {§ 129) que tout groupe canonique 
homogène est renfermé dans un groupe canonique à 2)i termes, et 
on en conclut que les seules pi'OprieWs d'un groupe homogène, 
invarianlcs relativement à toute transfannation homogène de 
contact, sont l'ordre du groupe, le nombre des fonctions distin- 
guées et le nombre des fonctions distinguées d'ordre nul. 

146. Reprenons le système en involution (î!2) et soient *„+i, 
..., 'Iv des intégrales connues, différentes de N^, ..,, N„ du système 
complet (34). Les fonctions N,, ..., N^, *\+i, ■■■, "^, engendrent un 
groupe homogène dont toutes les fonctions sont des intégrales du 
système (34) (§ 142). Si toute.? \cs fonctions de ce groupe sont d'ordre 
luil. il est PU invohdion, el. If prolilème proposé est r.-imrmé à tm 
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problème de mènif nature, mais plus biiiiple. Nous pouvons donc 
nous borner au cas ou les r intéjfrales connues forment un groupe 
homogène Q^^, ..., N^, N^+i, ,.., N _„ H), où H est du premier 
ordre. 

Supposonî, que ce ijroupe admette, outre N,, ..., N^, m fondions 
dntinguee? I)eu\ cis peuvent se pr<5senter; si toutes ces fonctions 
distinguées ne uont p-is d'ordre nul, on emploiera pour terminer 
l'intégration la méthode générale du § 140. Si toutes ces fonctions 
distinguées sont d'oidie nul, on peut encore diminuer l'ordre des 
mtégiations en opérant comme il suit. 

Remaïquong d'abord que, si le groupe (N,, ..., N,._i, H) conlient 
un système en iniolution d'ordre n, la forme canonique du groupe 
sera P,, ..., P.„ X^, ..., Xv, Xv+i, ..., X„, où v := n — m. On pourra 
alors 1^ 114) trouver des fonctions du premier ordre donnant lien k 
l'identité 

K^dS.^ + ... -h K„ rfX„ ~ p^ dx^ + ... + p, dx,„ 

et, comme X„ .,., X^ sont des fonctions de N,, .,., \,._i, on aura 
aussi une identité de la forme 

L, dN; + ... + î,,._, rfN,._i — j)j dx^ + ... -h l\ dx„. 

Les fonctions Nj, ..., N,._i, Lj+i, ..., L,,^,, H donnent toutes les 
intégrales du système (34) (§ 138). L'intégration du système (32) est 
terminée sans aucune quadrature. Laissant ce cas de cftté, consi- 
dérons les équations lin 



C«) 



(N„*) = 0, (N,_„*) = 0, (H, <li) = 0, 

( Xp,^ = m(,i.) = o. 



Ces équations foi-ment un système complet. Soit en effet ()',, ...,)';„_,.) 
le groupe polaire du groupe (Nj, ..., N^_i, H). Toutes les fonctions 
de ce groupe ne peuvent être d'ordre nul; on aurait dans ce cas 
2n — v=q -H m, ou en posant r:=q -hni + 2v, n^:q + m + ■>. 
Le groupe (N,, ..., N^^i, H) contiendrait un système en iuvolulion 
d'ordre n et on serait ramené au cas précédent. 
Les r + i équations (40), admettant Un — )• — 1 inlé^ralps 
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communes, fornient un système complet. Il y aura q -i- îîi + 1 
équations distinctes de la forme 

)., (N„ *) + ... + /^ (H, *) + ).,.4.i M (<|.) ::= 0, 

admettant les )■ intégrales Nj, ..., N,._i, H, car les Équations de 
concliUoii qui doivent vérifier a„ ..., Ir+i pour qu'il en soit ainsi se 
réduisent à )■ — q — m relations distinctes {'). Soieiit 

(41) (N„*)=:iO, ..., {N/P)=0, B„+,(il>)-0, ..., 1\ +„, + ! (<!')— 0, 

les équations linéaires ainsi obtenues. Le système (41) est complet, 
car il admet )' — q — m intégrales de plus que le système (40), 
c'est-à-dire 2ji — g — m — 1 intégrales. On pourra donc obtenir 
une intégrale de ce système différente de Nj, ..., N,.-.i,, H par une 
opération d'ordre 2 n — i' — q — m — 1 = 2ii — 2g — 2 ni — 2v — 1 ; 
cette opération sera toujours d'ordre impair. 

Soit è, une intégrale de ce système. Deux cas sont à examiner. 

i" Supposons que les fonctions Nj, .,., N^-i, H, it, forment im 
groupe homogène d'ordre !■ + 1 ; ce groupe contiendra q + m + 1 
fonctions distinguées. Je dis que toutes ces fonctions seront d'ordre 
nul. Soit, en effet, X„...,X„X^+i,...,X,+„„...,X,,,P,H--.+i,..-,Pî, 
la forme canonique du groupe (N^ ..., Nr_i, H). On peut trouver 
d'autres fonctions X;, P,., formant avec les précédentes un graupe 
canonique d'ordre 2)i. Imaginons qu'on ait pris ces 2n fondions 

[l| Soient Q , ùm les Ml foiwtioiis iLialiiiguccs, autres que N K5 du graupo 

(N, N,._i, Hl, otW|, ..., Wj,, les Sv [oublions qui coiiiplÈLoiit ic groupe. On pointu 

Irouvor uno équation do la toi'me 

\ tV.\, *1 + ... + lî, IWsv. *) + 1^ M {*)■ = 0. 

adniellanUoa hiMjirali^s W,, ,..,«>,. Soil C (a>) =0 i'^qualion ainsi olilïiluc. ),CEra + i(4-i 
(équations 
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pour nouvelles variables. Le système (40) prenrl la forme 



de, "' ■"' àP,'^"' r>X,^„ 



m 
( 

et le système (il) devient di 






Toute intégrale de ce système sera de la forme 



P,.,- i P~- 



si elle forme avec X,,...,X,i,P™4. 5^-1, ..., P,i un groupe d'ordre r + i, 
toute fonction distinguée de ce groupe aura la même forme et devra 
.satislaire aux équations 

(X,„4.) = ^=0, (r. = i,% ...,,,",, 
(P« *) = -^1 = 0. (• = î + m + 1„ ..., ,'). 
Toute fonction distinguée de ce groupe sera donc de la forme 
/ P 'il P„ A 

*(x„....v.,x,,,„...,x.,-^S...>^'). 

c'est-à-dire sera d'ordre nul. On sera doue ramené à nue question de 
môme nature que la première, sauf que )' sera remplacé par r + i 
et q par ç -H 1. La seconde opération sera d'ordre inférieur de 
deux unités à celui de la première. 

2" Si Np ..,, N,_ij H, ilj ne forment pas un groupe homogène, 
elles donnent naissance à un groupe homogène qui sera au moins 
d'ordre r -H 2 et qui renfermera dans tous les cas m fonctions distin- 
guées d'ordre nul. La seconde opération à laqueile on sera conduit 
sera encore d'ordre inférieur d'au moins deux unités à celui de la 
première. 
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En réunissant tous ces lésiilfaliî, on est conduit à la proposition 
suivante : 

Étant domià un st/slème en invohiliû7i 

N, = C„ ..., X,^C,. 

où N,, ..., Nj sont des fondions hontogèncs d'ordve zéro des 
variables p!f si N,, ■■■,^,, ■■■, N,.„,, H sont des intégrales connues 
du sijsteme complet 

(Ni, *) = 0, ..., (K„, <I.)r=0, 

formant un groupe homogène qui admet q + m fonctions dtstîn^ 
guées, toutes d'ordre zéro, l'intégration dti sys(è«îe en involution 
proposé n'exige, dans les cas les plus défavorables, que les opéra- 
tions 

In — r — q — m — 1, 2n — r — q — m -— 3, ..., 5, '3, 1. 
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NOTE I 
Sur les systèmes jacobiens (§ 34, p. eG). 



Soil 

(1) X,(n = 0, ..., X,(/') = 

un système complet de q équations à n vitriaLlcs indépendantes, 
telles que l'on ait identiquement 

Xi (X. m) - X, (X, (0) = 0, (i, ;. = 1, 2, ..., ,). 

Quelques auteurs donnent à ces systèmes le nom de système jaco- 
biens. Supposons qu'on ait obtenu une intégrale ç, des i' premières 
équations 

(2) X,(0 = 0, ..., X,tf) = 0; 

en la substituant dans X,.^,, (f), on formera une suite de fonctions 
ç,, f^, ..., Çi, telles que ç^+i = X,.+i (ç,), qui seront toutes des inté- 
grales du système (2). Supposons qu'après i opérations on obtienne 
une intégrale qui s'exprime au moyen des précédentes 

5,+, = 11 (,„,„. ..,5.,); 

eu cherchanl une inléirrale de l'équation X,. + i {f) = qui s'e\prime 
au mayen de a,, ..., ^,-, on est conduit à l'équation linéaire 

et toute intégrale de cette équation fera coiinaitre une intégrale com- 
mune des équations 
(4) X,(f) = 0, ..., X,.n(/) = 0. 

La méthode ne s'applique plus lorsque X,,+i (^ij 33 II (ç,). Il faut 
dans ce cas chercher une autre intégrale commune i, du système (2) 
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et se seri'ir de (Ji,, au Ueu de <pi. Si on a aussi X,.^,i (i,) ^^ n, (-%), 
oii cherchera une intégrale de la forme 6 (çj, A^), ce. qui conduit à 
l'équation linéaire 

dont on obtient une întégraîe par des quadratures. 

Ce cas exceptionnel ne se présente pas, lorsque les équations (1) 
ont été i-ésoîues par rapport à q dérivées. Il est aisé de se rendre 
compte pourquoi il en est ainsi. Si, par exemple, les équations (1) 

ont été résolues par rapport à - — ) ■■■) -r — i les r premières équa- 
tions admettent déjà un certain nombre d'intégrales connues, x,.+i, 
..., x^.. Il n'en est pas de même si on considère un système jacohien 
de forme quelconque. 
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Sur le théorème de Poisson ('). 



Le théorème de Poisson nous apprend qm?, si ç, et 9^ sont deux 
iiilégrales de l'équation 

(1) (r,?)=o, 

i) en est do même de (i„ ç^). Ce théorème permet donc de dédiuro 
de deux intégrales connues de l'équation (1) une nouvelle intégrale 
par des opérations indépendaotes de !a forme de la fonction f. On 
doit à M. Laurent un théorème plus général (^) : si o,, ç^, ..., oi, 6,, 
..., i^t sont 2fe solutions de l'équation (1), il en est de même de 
l'expression 

■y D(? i, •.■,yi-, 'i'i, •-, '!'(■)_ 

mais ce théorème ne donne pas de solutions distinctes de celles que 
l'on peiit ohtenii' par l'application répétée du théorème de Poisson, 
Cela résulte de la proposition suivante, que M. Lie a déiluife de la 
théorie des groupes. 

Si on connaît q solutions f^, ..., ç, de l'équation {f, o) :=: 0, et 
qu'on puisse déduire de ces q solutions, par des opé-ations indé- 
pendantes de la forme do la fonction f, une nouvelle solution il 
de la même équation, Il appartient au groupe engendré par les 
fonctions <^^, ..., t>,. 

En effet, toute fonction f satisfaisant aux équations 

(2) (?„/■) = 0, ..., (?„/■) = <>, 



(!| JounaNe l.im''l'e,%' i 
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devra aussi vérifier l'équation (n, f) = 0. Or, si les fondions Çj, 
..., Çj eng^endrent un groupe (ç„ ..., ç„ ..., o,), les intégrales des 
équations (2) sont les înlégrales du système complet 

(3) (?„o=o, ■••. (?„n = o, -, (?,.f) = 0. 

L'équation (II, f) = devra être une combinaison liiîéaire des 
équations (3), ce qui ne pourra arriver que si la fonction II appar- 
tient au groupe (^„ ..., ç^). Si F„ ..., Fs,_r sont '2u — )• intégrales 
distinctes du système (3), Il doit, en effet, appartenir au groupe 
polaire de (F„ .,.> Fï„_,-), c'est-à-dire au groupe (ç,, ,.., o,.). 

Le théorème n'est plus exact si la fonction /'est soumise à certaines 
restrictions. Par exemple, si / est homogène, on a vu que de toute 
intégrale î>[ de l'équation (1) on peut déduire une nouvelle intégrale 

p, Y^ + ... + p„ -—'■ = M (ç,). 

Dans ce cas particulier, l'énoncé du théorème doit Stre modifié comme 
il suit : 

Si on connaît q solutions a^, .,., ç^ de l'dquation 

(f,») = o, 

où f est une fonction homogène des variables pi, ei si on peut trou- 
ver, par des opérations indépendantes de la forme de la fonction 
homogène f, une autre intégrale n de la même équation, appa)^ 
tient au groupe homogène engendré par les fonctions ç^, ..., 9,. 

En effel, toute solution commune homogène des équations 

{,,,0 = 0, .- (?„f) = o, 

vérifie aussi les équations (g 141) 
et, par conséquent, les r équations 

W (?.,/) = '>■ ■.., (?,, /■) = (), 

où (çj, ..., f^) est le groupe homogène engendré par Çj, ..., ç^. Le 
groupe polaire (H,, ..., H;,-,.) de {ç,, ..,, ç^) ^st un groupe homo- 
gène et on en conclut, comme tout à l'heure, que H doit appartenir 
au groupe polaire c!c (H,, ..., Ils,,-,), c'est-à-dire au groupe (s,, .--,»,.). 
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